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摘　要

　　　蔡越江 .论假设检验中的两类错误 .

本文从假设检验的两个例子谈起 ,指出备择假设也是影响接区域的。接着论述了假设检验

中的两类错误之间的关系。 最后讨论如何同时控制两类错误。
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一、引言

数理统计学中的假设检验方法已在许多领域得到广泛应用 ,特别在科学实验与质量检验

中。但在应用中也出现一些问题。为使这一方法能更有效地应用于实际工作 ,我们通过纠正一

篇文章中的模型 ,来说明如何正确地使用假设检验方法。 重点是论述假设检验中的两类错误。

二、假设检验的两个例子

本文以文献 [1 ]的术语和符号为准。设有样本 X,取值于样本空间X。只知道 X的分布属

于一个以θ为参数的分布族 { Fθ,θ∈ H○ }。设 H○ H是 H○的一个非空真子集 ,则命题 H0∶θ∈ H○ H称为

原假设。命题 H0的确切含义是:存在一个θ0∈ H○ H使样本 X的分布为 Fθ
0
。记 H○ K= H○- H○ H ,则命

题 H1∶θ∈ H○ K称为 H0的对立假设 ,也有称为备择假设。表述 H0∶θ∈ H○ H H1∶θ∈ H○ K称为一

个假设检验问题。其意义是:根据 X的具体值判断 H0是否正确 ,或者说在 H0 , H1中选择一个 ,

分别称为接受 H0和否定 H0。在接验一个假设时 ,所使用的统计量称为检验统计量。使原假设

H0得到接受的那些样本 X所在的区域 A称为该检验的接受区域 ,而使原假设被否定的那些

样本所在的区域称为否定区域。

例 1　将一枚硬币投掷 20次 ,以正面出现次数的多少来断言硬币是否完好。

我们知道 ,若硬币是完好的 ,则正面出现的概率 P= 0. 5,可见投掷 20次正面出现的平均

值为 10次。 考虑到硬币 (正面与反面 )和二项分布的对称性 ,我们认为正面出现的次数特多或

特少的硬币是有制陷的。我们作如下假设:

原假设 H0∶ P= 0. 5;备择假设 H1∶ P≠ 0. 5选择检验统计量 X= ΢
20

i= 1
xi (下标 i标志第 i次

投掷 ,出现正面 xi= 1;出现反面 xi= 0) ,经过计算可知投掷 20次 ,正面出现 6～ 14次之间的概
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率为 0. 9556。当置信水平α= 1- 0. 9556= 0. 0444时 ,我们可选取对称的接受区域 A= { 6≤

΢
20

i= 1
xi≤ 14}。 这时 ,犯第一类错误 (弃真 )的概率 α= 0. 0444。

例 2　某刊物出现这样的假设检验模型:原假设 H0∶ P= 0. 5;备择假设 H1∶ P= 0. 8(投掷

时出现正面的机会很多 )。 求当 H1为真时错误接受 H0的概率 ,即求在 H0下 ,α= 0. 0444,在 1

- α= 0. 9556的接受区域 { 6≤΢
20

i= 1
xi≤ 14}中所包含的 H1分布的面积 ,这个面积就是第二类错误

的概率 β。
 
经过计算得 β = 0. 2。 计算时使用了平均值 μ= 20× 0. 8= 16,标准差 σ=

20× 0. 8× ( 1- 0. 8) ,即两处使用了 P= 0. 8这个数据。虽然 β= 0. 2是计算出来了 ,但这个

0. 2是不合理的 ,因为例二的接受区域 {出现正面的次数在 6～ 14之间 }是不合适的。确定接受

区域既要考虑原假设 H0 ,同时要考虑备择假设 H1。不考虑 H1将导致一些错误的结果。我们考

虑掷币 20次 ,正面出现的次数为 3次时 ,它落在接受区域 A之外 ,即落在否定区域内。这时我

们就否定原假设 H0∶ P= 0. 5。我们就要去接受这个准备供选择的备择假设 H1∶ P= 0. 8(正面

出现的概率 0. 8)。掷币 20次正面只出现 3次 ,要去否定正面出现的概率 0. 5而去接受正面出

现的概率 0. 8,这是明显的错误。这错误是由于接受区域 A不合适引起的。有人计算过 ,在 P=

0. 5时 ,正面出现次数为 3的概率为 0. 0011,它是 P= 0. 8条件下出现 3次正面的概率 7. 65E

(- 10)的 142万倍。此时不接受原有假设 ,而去接受备择假设能合理吗? 所以在选择判别区域

时 ,不能只考虑原假设 ,还要认真考虑备择假设 ,它们是不可分割的整体 ,只有这样 ,才能选择

出合理有效的判别区域。

对原假设 H0∶ P= 0. 5;备择假设 H1∶ P= 0. 8这个问题来说 ,这时接受区域应该是 {出现

正面的次数在 0～ C之间 }即 {΢
20

i= 1
≤ C} ,然后根据置信水平确定合适的临界值 C。这时 {΢

20

i= 1
≤ C}

中所包含的 H1分布的面积就是第二类错误的概率 β的数值。这个数值 β是容易计算的。

有些人强调当接受 H0时 ,应该知道这个决策出错的概率 β ,但例一这个模型是不可能计

算第二类错误 β的数值。那么这个要求在通常的假设检验中能否实现呢?为此我们通过实例讨

论一下第一与第二类错误之间的关系 ,以及统计中对这些问题的处理。

三、两类错误间的关系

犯第二类错误 β数值的大小 ,是同根据置信水平α确定的接受区域的位置有关 (不管是双

侧检验还是单侧检验 )。同时均值μ0与μ1的距离对 β的大小影响很大。
[2 ]
。即在假设检验问题

中 ,仅关心 H0是不够的 ,必须同时注意备择假设 H1 , H1同样影响 β数值的大小。如果 β数值很

大 ,比如 β= 0. 5,即有二分之一的可能犯第二类错误 ,这样的统计结论的意义就不大了。

对初学假设检验者来说 ,不少人 (包括我本人 )往往有一个错觉 ,认为犯第一类错误 α的数

值越小越好 ,这是不正确的。一般来说 ,当其它条件不变时 ,α小 ,则 β增大 ;反之α大 ,必导致 β

减小。 它表明其它条件不变的情况下 ,特别是样本数 N确定后 ,要α与 β都很小是不可能的。

这里顺便提一下:在规定的α数值下 ,将单侧检验与双侧检验相比较 ,单侧检验将得到较

小的 β。
[2 ] ( P. 129)因此 ,在实际工作中 ,凡是可以采用单侧检验的场合 ,就应尽量利用这一有

利条件 ,以有效地减小 β的数值。我们在上节中和文 [3 ]结束语末尾指出的接受区域 {΢
20

i= 1
xi≤

C} ,用的就是单侧检验。再根据 Neyman- Pearson引理 ,还可知我们选择的接受区域是一致最
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优检验 ,即在限制第一类错误的概率不超过α的条件下 ,总使第二类错误的概率 β达到最小。

有兴趣的同志可参阅任何一本数学系数理统计专业使用的数理统计学教材。

我们知道 ,通常利用假设检验解决问题时 ,只考虑并控制犯第一类错误的概率 ,那么为什

么不计算、不限制犯第二类错误的概率呢? 主要原因有两条:

第一　第一类错误和第二类错误之间存在密切关系。前已指出 ,当样本容量 n确定后 ,不

能同时控制犯第一类错误的概率α和第二类错误的概率 β都很小。例如 ,我们考虑一种极端情

况 ,即不犯第一类错误 (弃真错误 ) ,这时 α= 0接受区域是全部样本空间 ,而拒绝区域则为空

集。这时 ,犯第二类错误的概率 β= Pθ{X∈X }= 1。同样 ,如果不犯第二类错误 (取伪错误 ) ,β=

0,这时拒绝区域就是全部样本空间 ,此时α= 1。一般来说 ,当其它条件不变时 ,α大 ,则 β小 ;反

之α小 ,必导致 β增大。所以假设检验不是α越小越好 ,α小隐含着 β越大。在实际应用时 ,必须

根据客观事物的背景选取合适的α或合适的 β。所以通常人们选取接受区域为犯第一类错误

的概率不超过 α的前提下 ,犯第二类错误的概率 β尽量小。

至于α的选取 ,要看问题的实际背景和使用者的企图。 “通常人们不希望轻易拒绝 H0 ,例

如工厂的产品一般是合格的 ,出厂进行抽样检查时不希望轻易地被认为不合格 ,于是在限定犯

第一类错误的概率不超过某个指定值α的条件下 ,寻求犯第二类错误的概率尽可能小的检验

方法” (中国大百科全书 ,数学 , P360)。这时 ,为保护原假设 H0 ,α可以取小一点 (最常用的是α

= 0. 05和 0. 01,有时也用到 0. 001, 0. 10) ,β值往往控制在 0. 10～ 0. 30。 陈希孺院士在 [4]中

指出: “从实用的观点看 ,确实 ,在多数假设检验问题中 ,第一类错误被认为更有害 ,更需要控

制。”“也有些情况 ,确实第二类错误的危害更大 ,这时有必要控制这个概率 ,换句话说`控制第

一类错误’的原则也并非绝对的 ,可视情况的需要而变通之。” ( P. 222)

第二:第二类错误的概率通常很给计算或根本计算不出来。

举一个最简单的例子 ,上节中针对判定硬币是否完好的假设检验:原假设 H0∶ P= 0. 5;备

择假设 H1∶ P≠ 0. 5,这时由于备择假设是两个连续的区间 [0, 0. 5)、 ( 0. 5, 1]。其犯第二类错误

的概率 β根据不同的备择假设 P其范围是 ( 0, 1-α)。 这样简单的模型都不能计算出具体的 β

值 ,当然也就无法控制这个 β值。更不用说复杂一些的模型了。

对例二来说 ,在原假设 H0∶ P= 0. 5;备择假设 H1∶ P= 0. 8条件下 ,根据置信水平α,确定

临界值 C,再根据 {΢
20

i= 1
xi≤ C}计算出犯第二类错误的概率 β。而这个假设对判定硬币是否有缺陷

是没有多大用处的 ,它只能对出现正面的概率是 0. 5,还是 0. 8作出判定。所以在这种情况下 ,

即使第二类错误 β的数值能计算出来 ,但对判定硬币是否完好却没有实际意义。

考虑第二类错误 β是非常正确的 ,也是很有必要的 ,但是真正计算出有实际使用价值的 β

是很困难的 ,有时甚至是不可能的。

四、如何同时控制两类错误

在一些实际问题中 ,人们不仅希望控制犯第一类错误的概率 ,而且希望适当地控制犯第二

类错误的概率。当样本个数 n确定后 ,不能同时控制犯两类错误的概率都很小。 因此 ,只能通

过加大要本容量 n,达到同时控制两类错误的目的。那么 ,样本容量 n增加到多少合适呢? n太

大 ,则费用增加太大 ,太小又达不到精度。 因而 ,通常采用的方法是预先给出显著水平α,控制

犯第一类错误的概率。 再选取样本容量 n,将犯第二类错误的概率控制在预先给定的限度之
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内。

为了控制犯第二类错误的概率 ,首先引入功效函数这一重要概念。

设有样本 X取值于样本空间X ,并且知道 X的分布属于一个分布族 { Fθ∶θ∈ H○ } ,设假设

检验问题为:原假设 H0∶θ∈ H○ 0 备择假设 H1∶θ∈ H○ 1　 H○ 0∩ H○ 1=  ,并且 H○ 0和 H○ 1是 H○的非空

真子集。这个假设检验问题的一个检验φn为: 将样本空间X分解为两个互不相交的部分X 1

和X 2 ,X 1为接受区域 ,X 2为否定区域 ,这个检验φn的功效函数定义为:

Un (θ) = Pθ(否定原假设 ) = Pθ( X ∈ X 2 )

知道了一个检验的功效函数 βn (θ) ,就可算出它犯各类错误的概率:

犯第一类错误的概率α= βn (θ)　θ∈ H○ 0　　　　犯第二类错误的概率 β= 1- βn (θ)　θ∈
H○ 1

如果功效函数 βn (θ)满足下述条件: lim
n→∞

( 1- βn (θ) )= 0对θ∈ H○ 1一致成立。 则可以选择合适的

n,控制犯第二类错误的概率。

下面针对前面提到的判别硬币是否完好的假设检验问题 ,说明如何同时控制两类错误。

原假设 H0∶θ= 0. 5 备择假设 H1∶θ≠ 0. 5根据样本容量 n确定的检验φn为:

接受区域X 1= { n|
X- 0. 5

0. 5
|≤ zα2 }　　拒绝区域X 2= { n|

X- 0. 5
0. 5

|> zα2 }

其中 X= 1
n΢

n

i= 1
Xi是样本均值 ,Υ( x )表示标准正态分布函数 , zα为满足Υ( zα)= 1-α的分位点。

由于样本容量 n较大 ( n≥ 20) ,我们采用正态分布近似估计检验φn的功效函数。因为样本

均值 X的数学期望为θ,方差为:
θ( 1-θ)

n
,所以它的功效函数为: βn (θ)= Pθ( X∈X 2 )

犯第一类错误的概率 βn ( 0. 5)= α

犯第二类错误的概率:

1 - Un (θ) = Pθ{ n|
X - 0. 5

0. 5
|≤ zT

2
}　　　　θ∈ H○1即θ≠ 0. 5

= Pθ

-
0. 5

n
zα

2
+ 0. 5 - θ

θ( 1 - θ)

n

≤
X - θ

θ( 1 - θ)
n

≤

0. 5

n
zα

2
+ 0. 5 - θ

θ( 1 - θ)
n

= Υ

0. 5

n
zα

2
+ 0. 5 - θ

θ( 1 - θ)
n

- Υ

- 0. 5

n
zα

2
+ 0. 5 - θ

θ( 1 - θ)
n

( 1)

= Υ
0. 5

θ( 1 - θ)
zα2 + n

0. 5 - θ
θ( 1 - θ)

-Υ
- 0. 5

θ( 1 - θ)
zα

2
+ n

0. 5 - θ
θ( 1 - θ)

( 2)

依上式 ,得 lim
n→∞

( 1- βn (θ) )不一致趋于 0,故找不到公共的 n0 ,当 n≥ n0时 0 < 1- βn (θ) <β。

现在 ,我们重新考虑一下问题的背景 ,即判定一枚硬币是否完好。所以当出现正面的概率

θ与 0. 5很接近时 ,通常就认为硬币是完好的。所以要求控制 H1中|θ- 0. 5|≥δ的θ,犯第二类

错误的概率小于或等于 β。具体办法如下: 首先考虑 0 <θ≤ 0. 5- δ的情况。
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∵ l im
n→∞

0. 5

n
zT2 = 0,∴ n1　当 n≥n1时

0. 5

n
zT2 <

W
2
　即:

-
0. 5

n
zT

2
+ 0. 5-θ≥

W
2

0. 5

n
zT

2
+ 0. 5- θ≤

3
2
W

( 3)

由 ( 1)式和 ( 3)式知:当 n> n1时

0 < 1 - Un (θ)≤H 3
2
W

n
θ( 1 - θ)

- H W
2

n
θ( 1 - θ)

θ→ 0
0 ( 4)

对任意 n一致成立。

∴ θ1　当 0 <θ<θ1 ,　 n> n1时 0 < 1-Un (θ)≤U ( 5)

当θ1≤θ≤ 0. 5-δ时

由
0. 5zα2

θ( 1- θ)
≤

0. 5zα2

θ1 ( 1- θ1 )

和
0. 5-θ

θ( 1- θ)
≥

0. 5-θ
0. 5

≥ 2δ> 0知:

0. 5

θ( 1 - θ)
zT

2
+ n

0. 5 - θ

θ( 1 - θ)

n→ ∞
+ ∞

- 0. 5

θ( 1 - θ)
zT

2
+ n

0. 5 - θ
θ( 1 - θ)

n→ ∞
+ ∞

( 6)

对任意θ≤θ≤ 0. 5- δ　 ( 6)式一致成立。

根据 ( 2)式和 ( 6)式知 lim
n→∞

( 1- βn (θ) )= 0对θ1≤θ≤ 0. 5- δ一致成立 ,即 n2　当 n> n2时

0 < 1 - Un (θ) < U ( 7)

由 ( 5)式和 ( 7)式知 ,当 n> n0= max ( n1 , n2 )时 ,对任意满足　 0≤θ≤ 0. 5- δ的θ有

0 < 1 - Un (θ) <U　　成立

同样的方法可以找到 n3当 n> n3是 ,对任意满足 0. 5+ δ≤θ< 1的θ有 0≤ 1- βn (θ)≤β成立。

这样通过对功效函数的计算 ,就能够选择合适的 n
* ,当 n≥ n

* 时犯第二类错误的概率不超过

预先给定的 β。

五、结束语

假设检验是一种有重要应用价值的统计推断形式 ,在实际工作中其应用日趋普遍、日趋深

刻。由于往往有人只根据显著性水平α选择置信区间 ,没有深入考虑犯第二类错误的概率 ;也

有人认为第一类错误与第二类错误同等重要 ,所以一定要计算出犯第二类错误的概率 ;也有些

人将假设检验中的原假设与备择假设割裂开来 ,视备择假设为摆设。通过本文的论述 ,使大家

对假设检验方法有更深的了解 ,同时提供一种控制犯第二类错误概率的思路供大家参考。
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Note On Two Types Of Errors Of Statistical

Hypothesis Tests

Cai Yuejiang

( Computer Col leg e of Beijing　 Polytech nic Universi ty)

Abstract

In this paper, I started f rom tw o examples of hypo thesis tests and pointed out tha t alter-

nativ e hypo thesis inf luence the accept area, and then I talked about the real tio n between two

types of erro rs in statistical hypothesis. At last I discussed about how to control the two

types of erro rs in the same time.

Key Words: hypothesis test, tw o types of erro rs, ef ficacy function.

图 5　 4种模型近 8年整体权重平均值随α

(横坐标 )变化的曲线


