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Cobb-Douglass函数在经济预测

模型中的应用及其参数估计
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摘　要　本文讨论了 C-D函数在建立工农业生产总

量预测模型中的应用及其参数估计方法。
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1　引言

C-D函数在建立经济预测模型 ,以及衡量技术进

步在经济增长中的作用等方面有着广泛的应用。象

《预测》杂志仅 1996年第 3期就刊登了三篇有关使用

C-D函数的论文。在文献 [5 ], [ 6] , [ 7]中 ,分别建立了

农业生产预测模型 ,工业生产函数模型和玉米螟产卵

期预测模型 ,并得出较好的结果。但是 ,建立 C-D函数

模型的关键 ,一是要模型形式准确 ,变量选择合理 ;二

是要误差项设定正确 ,有比较好的参数估计方法。否

则 ,所得的模型或者与实际背景矛盾 ,或者有较大偏

差 ,就不能有效地进行预测。

文献 [5 ]使用主成份回归方法建立了 1978～

1992年江苏省农业生产预测模型为 :

　　
y = 0. 0008x 10. 0104x 20. 0196 x 32. 4711x 4- 0. 7625

x 2 = - 53. 9325+ 6. 4265x 1
( 1)

其中 , x 1为耕地面积 , x 2为农业劳动力 , x 3为农业机械

总动力 ,x 4为农业化肥实物施用量 , y 为农业总产值。

诚然 ,使用主成份回归是消除自变量复共线性的有效

方法 ,但作者以为 ,模型 ( 1)是不适宜的。我们知道 ,

C-D函数 y = Ax 1U1 x 2U2… x mUm中 ,Ui为投入要素 xi的

产出弹性。化肥投入量的弹性 U4 = - 0. 7625违背了

弹性系数为正的基本假设。显然 ,不能认为化肥施用

量增加 1% ,产出反而下降 0. 76% ,这也不符合实际

情况 (当然化肥施用量是有一个限度的 )。另外 ,U3比

U1高出 236倍 ,比U2高出 125倍 ,也不合常情。因为由

此将得出 y的增长主要由农业机械总动力 x 3所决定 ,

而土地 x 1 ,劳动力 x 2的作用甚微。这原因我以为是解

释变量选择不当 ,模型形式也尚可改进。文献 [6 ]、 [7 ]

中使用的参数估计方法均是取对数后再求线性回归

参数。当然 ,可以用其它方法去估计 ,以使误差变小 ,

增加预测精度。

C-D函数的误差项X可有两种假定 [4] ,即

　　 y = A0x
U
1
1 x
U
2
2 … x

U
m
m e

X ( 2)

与　 y = A0x
U1
1 x
U2
2 … x

Um
m + X ( 3)

( 2)式和 ( 3)式分别假定具有乘法误差和加法误差。

一般地 ,对具有乘法误差项的 ( 2)式可取对数线性化

再求参数 ,而对具有加法误差项的 ( 3)式则不可。正如

D. Guja rati在文献 [ 4]中 ( P455)“设定偏倚”一节所指

出的 ,设定偏倚还可能是由于“不正确地设定误差项 ,

例如在 Cobb-Doug la ss函数中 ,用方程 15. 2. 1式 (即

( 2)式 )而不用 15. 3. 1式 (即 ( 3)式 )中设定的误差

项”。因此 ,有必要对建立 C-D函数模型的几个关键问

题加以讨论。

2　 C-D函数模型形式的选择

C-D函数的最初形式为 (只写出确定性部分 ):

y = AxU11 x
U
2
2 … x

U
m
m ( 4)

其中 , y为产出量 ,Ui为投入量 x i的产出弹性系数。通

常可假定有乘法误差和加法误差项。由于 C - D函数

在经济增长分析中起到了很好作用 ,引起不少学者的

讨论与研究。有人又将技术水平 A用一个随时间变化

的量 At = A0e
rt代替 ,即有:

y = A0ert x
U1
1 x
U2
2… x

Um
m ( 5)

其中 , A0是基年的技术水平 , r是技术进步系数。根据

文献 [ 1] , [2 ]中的结果与作者多年从事生产函数测算

的经验 ,对于工业生产函数 ,一般用
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y = A0ertKTLU ( 6)

测算 ,其中T和U分别为投入资金 K和劳动 L的产出

弹性。有时 ,为使技术进步贡献从投入要素对总产出

中分离出来 ,还可采用规模收益不变的假定 ,即令T

+ U= 1。而对农业生产函数模型 ,一般可用

y = A0ert LU1DU2KU3PU4 ( 7)

测算 ,其中 L为劳力 ,D为播种面积 , K为投入资金 , P

为虚变量 (这里使用单位耕地面地的产值 ) ,它表示了

当年的天气、水份、土地质量等因素的影响。

如果所研究的模型中没有时间变量 ,象文献 [ 7]

中玉米螟产卵期模型 ,使用 ( 4)式即可。

3　 C-D函数误差项的设定

若 C-D函数误差项的设定不同 ,则所用的测算方

法与结果就有差异。如何确定所给的数据是服从乘法

误差还是加法误差?一般来说 ,若随着投入量 x的变

化 , y的变化摆动增大 ,便可用乘法误差假定 ;若随着

x的变化 , y的变化摆动无明显增大 ,则用加法误差假

定。但因经济时间序列样本数 N较小 ,故上述方法不

易于判定。实际应用中 ,我们可以在某种假定下先进

行估计 ,若得到的参数在统计上不显著 ,或者有错误

符号 ,可再用另一种假定误差模型去估计 ,看看存在

问题能否解决 ,误差方差的估计是否减小 ,最后分析、

比较确定出一个较为合理的假定误差模型。因此 ,模

型的建立往往是一个反复尝试的过程。文献 [7 ]中给

出的预测模型假定有乘法误差项 ,所得到的结果是:

y = 281311985. 5x- 3. 6966
1 x

- 0. 7528
2 x

- 0. 1884
3 ( 8)

其误差方差 Var = 3. 6617;若假定为加法误差项 ,用

非线性回归方法去做 ,则为

y = 176872000x - 3. 30631 x - 0. 97446
2 x- 0. 1826

3 ( 9)

其方差 Var = 3. 2874。从参数看 , A变化较大 ,但其余

参数符号相同 ,变化不大。但假定乘法误差时方差比

假定有加法误差项时方差高 11. 4% ;当然 ,对这组数

据 ,两种假定都可以接受 ,文献 [6]中模型也有类似情

形。但有些数据则差异较大 ,这将在最后举例讨论。

4　 C-D函数的参数估计方法

C-D函数由于选择的形式与误差设定不同 ,可有

多种估计参数的方法 , 这里介绍五种。

4. 1　线性回归方法

若设定为乘法误差 ,且形如 ( 5)式 ,则可取对数化

为线性模型 ,即得

lny = lnA0+ rt+ U1 lnx 1+ U2 lnx 2+ …Um lnxm

( 10)

令a= lny ,a = lnA0 ,x 0 = t , x 1= lnx 1 ,… ,x m = lnxm ,

则有　　a= a + rx 0+ U1x 1+ … + Um x m ( 11)

只须求一组参数 ( a, r,U1 ,… ,Um ) ,使

　　　Q0 = ∑
N

t= 1

[at - (a + rx 0t + U1 x 1t + Um x mt ) ]2

= ∑
N

t= 1

[at - a
^

t ]2 ( 12)

最小即可。这是最常见的多元线性回归方法。

4. 2　非线性回归方法

若假定为加法误差项 ,且形如 ( 5)式 ,则不能线性

化。这时须用非线性回归方法估计。即求一组参数

(A0 , r,U1 ,… ,Um )使

　　Q1=∑
N

t= 1

[ yt - A0er tx
U
1
1t
… xUm
mt
]2=∑
N

t= 1

[yt - y
 
t ]2 ( 13)

最小 ;求解方法是将 f t (θ
～
) = A0ert x

U
1
1t… x

U
m
mt 在 θ

～
i附近

展开为泰勒级数 ,仅取前二项 ,经推导可得迭代公式

　θ
-
i+ 1= θ

～
i+ (J T (θ

～
i ) J (θ

～
i ) )- 1J T (θ

～
i ) ( y
～
- f
～
(θ
～
i ) )　 ( 14)

其中 J (θi )为 Jacobi矩阵 ,θ
～
表示等估参数向量。这就

是高斯 — 牛顿法。此法的不足是公式复杂 ,收敛解与

初始值关系密切 ,故使用起来麻烦。但这是求非线性

回归模型参数的主要方法 [3]。

4. 3　回归分析加权估计

因为用高斯 — 牛顿法求非线性参数具有复杂

性 ,我们可采用线性回归分析加权估计 [8]。经推导 ,可

得 ( 13)式与 ( 12)式右端关系为:

yt - y
 
t≈ yt (at - a

 
t )

从而有

Q2 = ∑
N

t= 1

( yt - y
 
t ) 2≈∑
N

t= 1

yt2 (at - a
 
t ) 2 ( 15)

通过极小化 Q2求出的参数是与 Q1极小化所得参数较

接近的 ,即这是求非线性模型参数的近似方法。由此

法求出解称为线性回归加权估计。还可使用迭代法 ,

显然

yt - y
 
t =
yt - y

 
t

at - a
 
t
(at - a

 
t )

( t = 1, 2,… N )

可得

　Q3 = ∑
N

t= 1

( yt - y
 
t )2 = ∑
N

t= 1

[
yt - y

 
0t

at - a
 
0t
]2 (at - a

 
0t )2

( 16)

这里 ,a 0t与 y
 
0t为由 ( 15)式求出的参数估计与 y的估

计 ,由 ( 16)式求出at后 ,反复迭代可求得几乎接近真

值的参数来。此法称回归分析加权迭代估计。这种方

法 ,可编制一个程序 ,一次计算线性回归 ,加权估计和

加权迭代解 ,见文献 [8 ]。
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4. 4　主成份估计

若用以上方法求出参数与符号与实际不符 ,或误

差方差较大 ,或自变量复共线性严重 ,可考虑使用主

成份估计。文献 [5 ], [9 ]中已有详尽叙述 ,在此不再赘

述。

4. 5　在约束条件下的复形调优法

对 C-D函数 ( 5) ,一般假定 A0 , r,Ui (i = 1, 2,… ,

m )均大于零。若使用以上各法均不能达到这一要求 ,

或使用主成份估计后 ,虽参数为正 ,但误差方差较大 ,

须优化参数 ,便可使用约束条件下的复形调优法。即

在 (M , R ,bi为常数 )

0 < A0 < M , 0 < r < R , 0 < Ui < bi

(i = 1, 2,… ,m )

条件下 ,使用随机投点的统计方法求一组参数使 ( 13)

式中 Q1最小。方法的原理和程序见文献 [10]。

综上所述可知 ,对于给定的数据和模型 ,先用回

归分析加权估计一次求出线性回归解和加权迭代估

计 ,即可得 C— D函数在具有两种误差项时的参数 ,再

经比较分析选择一种即可 ;否则 ,继续用主成份估计

或复形调优法 ,直至满意。

5　算例

5. 1　陕西省工业生产函数预测模型

这里使用陕西 1952～ 1985年工业总产值、资金

和劳动力的时间序列数据 ,分别建立 y = AKU1LU2模

型 (见表 1)与 y = A0ertKU1LU2 , (U1+ U2 = 1)模型 ,

(见表 2) ,由表 1可见 ,设定加法误差项 ,即用非线性

估计的参数比设定乘法误差项 ,即用线性化方法估计

的参数要优良得多 ,不仅误差方差少 85. 45,而且参数

U1与 U2的比例比较接近实际 ,不象线性化方法所得

参数U2是U1的 6. 88倍。

表 2的结果说明 ,线性化方法不可取 ,主成份估

计虽消除了复共性线 ,但使用非线性回归方法结果似

乎更好。这里由于使用前几种参数估计方法即得出较

好参数估计 ,故无需使用复形法。

对照表 1,表 2结果及文献 [2 ]研究 ,使用 ( 6)式估

计工业生产函数模型为好。

5. 2　渭南地区农业生产函数预测模型

取 1977～ 1988年渭南地区的农业统计数据。首

先 ,使用 ( 4)式估计 ,得不到合理参数。最后使用 ( 7)

式 ,选用劳力 、播种面积、资金、虚变量、产值的时间数

据 ,测算结果见表 3。从表 3知 ,使用线性回归、加权迭

代、非线性回归方法均无效 ,而主成份方法较好。如果

使用复形调优法 , 可使误差方差降低到主成份的

38% ,且参数也合理。

表 1　工业生产函数 y = AKU1LU2测算结果表

参 　数 A U 1 U 2
残差平方和
Q

残差方差
Var

相关指数
r

线性回归 0. 2592 0. 1607 1. 1057 4177. 3 134. 75 0. 9694

回归加权 0. 4273 0. 5863 0. 5724 1614. 9 52. 09 0. 9883

加权迭代 0. 3176 0. 5541 0. 6690 1537. 9 49. 61 0. 9886

非线性回归 0. 2762 0. 5418 0. 7113 1528. 47 49. 30 0. 9889

主成份 0. 5418 0. 4001 0. 6918 3924. 02 126. 58 0. 9713

表 2　 工业生产函数 y = A0ertKU1LU2测算结果表

参　 数 A0 r U1 U2
残差平方和
Q

残差方差
Var

相关指数
r

线性回归 0. 3351 0. 0406 - 0. 1288 1. 1288 1549. 6 51. 49 0. 9888

回归加权 0. 5126 0. 0221 0. 2791 0. 7209 1473. 3 49. 28 0. 9892

加权迭代 0. 4709 0. 0252 0. 2321 0. 7679 1432. 7 47. 79 0. 9896

非线性回归 0. 4492 0. 0269 0. 2073 0. 7927 1426. 9 47. 57 0. 9898

主成份 0. 5608 0. 0160 0. 2598 0. 7402 2605. 41 86. 85 0. 9810

(下转 65页 )
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表 2　　运价表

i j 1 2 3 ui

1 0 0. 107 0

2 0. 119 0. 012 0. 227 - 0. 095

3 0. 411 0. 304 0. 065 - 0. 257

vj 0 0. 107 0. 322

由于 1 - nQ= 1 - 3× 0. 1= 0. 7,按方程组 ( 12)

得到运输问题的平衡表 ,用西北角法求得方程组 ( 12)

的初始基本可行解 ( yi j ) ,见表 1。m = 2时 ( 14)式中只

能取 k = 0,于是

ci j = |
x 1j - 0. 1

x 2j - 0. 1
-
x 0i
x 1i
| ( 17)

　　由于 j = 1, 2, 3时 , ( x 1j - 0. 1) /( x2j - 0. 1)分别

为 1. 2, 1. 093, 0. 854; x 0i /x 1i 分 别 为 1. 2, 1. 081,

0. 789,按 ( 17)式作运价表 ( ci j ) ,并求出位势 ui、 vj ,见

表 2。

由于非基变量 yi j对应的检验数 i j = ci j - ui - vj

都是正的 ,故上述初始基本可行解即运输问题 (D )的

最优解。按 ( 16)式计算得:

(qi j ) =

0. 5 0. 2 0

0 0. 532 0. 168

0 0 0. 7

按 ( 15)式计算得:

( pi j ) =

0. 6 0. 3 0. 1

0. 1 0. 632 0. 268

0. 1 0. 1 0. 8

于是预测第 4个月的市场占有分布:

　　 x ( 3) = x ( 2) ( pi j ) = ( 0. 2125, 0. 3296, 0. 4579)
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表 3　农业生产函数 y = A0ert LU1DU2KU3PU4测算结果表

参数 A0 r U1 U2 U3 U4
残差方差
Var

相关指数
r

线性回归 690. 5 - 0. 0091 0. 0978 - 0. 0319 0. 01622 0. 9877 0. 00124 0. 9998

回归加权 710. 3 - 0. 0073 0. 0607 - 0. 0066 0. 0092 0. 9910 0. 00106 0. 9998

加权迭代 640. 4 - 0. 0084 0. 0903 - 0. 0159 0. 0140 0. 9877 0. 00105 0. 9999

非线性 611. 1 - 0. 0083 0. 934 - 0. 0098 0. 0119 0. 9893 0. 00104 0. 9999

主成份 0. 0648 0. 02127 0. 7104 0. 2745 0. 3244 0. 2746 0. 86810 0. 9907

复形调优 0. 0988 0. 0021 0. 8431 0. 3931 0. 1680 0. 6064 0. 32730 0. 9966
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