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参数的区间估计与假设检验方法的探讨
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　　摘　要:利用枢轴量法和显著性假设检验方法讨论两正态总体参数的线性函数的显著性假设检验问题和若干

非正态总体参数的区间估计及显著性假设检验问题。
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1　引言

随着科学技术和生产的不断发展 ,数理统计的应用更加广泛 ,而区间估计和假设检验问题在统计应用中

一直占有很重要的地位。对于正态总体下参数的区间估计和假设检验问题 ,各类教材都有比较详尽的介绍 ,

而非正态总体下参数的区间估计和假设检验 ,一般教材涉略不多 。但实际应用中 ,不仅涉及正态总体参数 ,

也涉及正态总体参数的函数的估计问题 ,甚至涉及非正态总体参数的估计问题 ,为此本文初步探讨了两正态

总体的一二阶矩线性函数的显著性假设检验和几个非正态总体参数的区间估计和假设检验方法。

2　正态总体参数线性函数的假设检验

下面讨论两个正态总体的数学期望或方差的线性函数的显著性假设检验方法。

假设X1 , … ,Xn是来自正态总体X ～ N(μx ,σ
2
x)的样本 ,观测值为 x1 , …, xn ,样本均值为 x

-
=
1
n
∑
n

i=1
Xi ,样本方

差为 S2x=
1

n-1
∑
n

i=1
(Xi-X

-

)2;Y1 , …,Ym是来自正态总体 Y ～ N(μY ,σ
2
Y)的样本 ,观测值为 y1 , y2 , , … , ym ,样本均

值为 Y
-

=
1
m
∑
m

i=1
Yi ,样本方差为 S2Y=

1
m-1

∑
m

i=1
(Yi-Y

-

)2 ,且两总体X与 Y及两样本间相互独立 。

2.1　总体期望线性函数的显著性检验

(1)设σ
2
X ,σ

2
Y已知 , a、b为常数 ,且 a≠0。在显著性水平α下检验假设

H10∶μX=aμY+b;　H11∶μX≠aμY+b (2.1)

H20∶μX=aμY+b;　H21∶μX->aμY-+b (2.2)

H30∶μX=aμY+b;　H31∶μX-<aμY-+b (2.3)

根据假设检验的一般步骤和正态分布的线性性 ,我们可选取检验统计量
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Z=
X
—

-(aY
—

+b)

σ
2
x
n
+
a2σ2y
m

在原假设 H0成立和给定显著性水平α下 ,易得到检验假设(2.1)～(2.3)的拒绝域W 的基本形式分别为:

{W: Z =

x
-
-(ay

-
+b)

σ2x
n
+
a2σ2y
m

>zα/2或︱x
-

-(ay
-

+b)︱>zα/2
σ2x
n +

a2σ2y
m } (2.4)

{W:x
-

-(ay
-

+b)>zα
σ2x
n
+
a
2
σ
2
y

m
} (2.5)

{W:x
-

-(ay
-

+b)<-zα
σ2x
n +

a2σ2y
m } (2.6)

最后在满足 PH
0
{T(X1 , ……,Xn)∈W}≤α下 ,确定临界值 ,作出相应的拒绝或接受原假设的判断 。

(2)设σ2x ,σ
2
y 未知 ,但σ

2
x=σ

2
y=σ

2 ,在显著性水平α下检验假设

H40∶μx=aμy+b;　H41∶μx≠aμy+b; (2.7)

根据正态总体样本方差的统计性质 ,可选取如下的检验统计量

T=
X
—
-(aY

-
+b)

S m+n
mn(m+n-2)

～ t(n+m-2)

对给定的α,得到其拒绝域为{W: t >tα/2(m+n-2)}。类似地 ,也可以讨论单边检验假设问题 。

2.2　方差比例关系的显著性检验

设常数 c>0 ,在水平α下检验假设

H50:σ
2
X=cσ

2
Y;H51:σX

2
≠cσ

2
Y (2.8)

由于 E(S2X-)=σ
2
X
- ,E(cS2Y-)=cσ

2
Y ,假若 H50成立 ,则

S2X-

cS2Y-
约为 1 ,否则

S2X-

cS2Y-
显著不等于 1 ,从而可取枢轴量为

F=
S2X-

cS2Y-

找到 k1与 k2 ,拒绝域的形式为:
S2X

cS
2
Y
<k1 ,或者

S2X

cS
2
Y
>k2 。

而当 H50为真时有

F=
S2X

cS2Y
～ F(n-1 ,m-1) (2.9)

故对给定的α,容易计算出其拒绝域为

{W:
S2X-

S2Y-
<cF1-α

2
(n-1 ,m-1),或者

S2X-

S2Y-
>c Fα

2
(n-1 ,m-1)} (2.10)

3　常见非正态总体参数的区间估计和假设检验

利用枢轴量法也可对非正态总体参数的区间估计和假设检验进行讨论 。

3.1　指数分布参数的区间估计和假设检验

设总体服从指数分布 ,密度函数为 f(x)=
λe-λx , x>0

0 , 　 x≤0
;其中λ(λ>0)未知 ,X1……,Xn 是来自总体 X的样

本 , x1……, xn是样本观测值 ,求λ的 1-α置信区间和检验假设

H0:λ≥λ0(λ0为已知数);H1:λ≠λ0 (3.1)
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由于
1

X
—是λ的一个点估计 ,因此λ的置信区间可以通过 X

-
而依赖于样本 ,注意到 2λX

-
的概率密度为[ 2]

g(y)=
1
2
e-

y
2 ,y >0

0 , 　 　y≤0
;

它与λ无关 ,且正好是χ2(2)的密度函数 。又根据χ2 分布的可加性 ,2λn X
-

～ χ2(2n),可见2λn X
—
符合枢轴量的

条件 ,故取枢轴量T=2λn X
—

。对给定的正数α,有

P{χ
2
1-
α
2
(2n)≤2λn X

—
≤χ2α

2
(2n) =1-α (3.2)

其中χ21-α2(2n)和χ
2α
2
(2n)是χ2(2n)分布的α分位点 。

由(3.2)式得 ,P
χ21-α2(2n)

2n X
— ≤λ≤

χ2α
2
(2n)

2n X
— =1-α,于是λ的1-α置信区间为:

χ21-α2(2n)

2n X
— ,

χ2α
2
(2n)

2n X
— .

对检验(3.1),在H0(即λ=λ0)成立时 ,λ0X
-
的观测值接近于 1 ,于是可取原假设 H0 的拒绝域为:{λ0X

-
<c1

或λ0X
-

>c2},为了确定 c1 和 c2 ,由 2λn X
—

～ χ2(2n),得知在 H0 成立时 ,有 2λ0n X
—

～ χ2(2n)。而

PH
0
{λ0X

-
<c1或λ0X

-
>c2}=PH

0
{2nλ0X

-
<2nc1}+PH

0
{2nλ0X

-
>2nc2}

于是 ,为了控制犯第一类错误的概率不超过α,且尽可能接近α,可取

PH
0
{2nλ0X

-

<2nc1}=
α
2
,PH

0
{2nλ0X

-

>2nc2}=
α
2

在显著性水平α下 ,原假设 H0的拒绝域为:λ0X
-
<c1=

χ
2
1-α

2
(2n)

2n
或λ0X

-
>c2=

χ2α/2(2n)
2n

。

3.2 非正态分布总体参数的近似区间估计和假设检验

很多场合下 ,要找到一个有精确分布的枢轴量是很困难的 ,因此构造具有渐近分布的枢轴量 ,以求得参

数的近似置信区间就显得很有必要 。我们将利用中心极限定理来获得一些常见非正态总体参数的近似置信

区间 。虽然这样的区间估计不一定能保证准确的置信度 ,但在样本容量较大时仍然是适用的 。

3.2.1泊松分布总体参数的近似区间估计和假设检验

设总体X服从泊松分布 P(λ),其中λ未知(λ>0), X1……,Xn 是来自总体 X的样本 ,样本观测值为 x1

…… , xn ,求λ的 1-α置信区间和检验假设

H0:λ=λ0(λ0为已知数),H1:λ≠λ0 (4.1)

因X1 , ……Xn相互独立都服从同一分布 ,且 E(Xi)=λ,D(Xi)=λ(i=1 ,2 , … ,n),根据独立同分布中心极限定

理和分位点定义 ,当 n比较大时

P -zα/2≤
n(X

-
-λ)

λ
≤za/2 ≈1-α

而不等式-zα/2≤
n(X

-
-λ)
λ

≤zα/2等价于λ
2- 2X

-

+
zα/2
n
λ+X

-2

≤0 ,于是λ的近似1-α置信区间的上 、下限为:

λ
∧

12=
2X
-
+
zα/2
n
± (2X

-
+
zα/2
n
)2-4X

-2

2

由于 n比较大 ,λ>0 ,可忽略高阶小量 ,取置信上 、下限为:(X
-

-Zα/2
X
-

n
,X
-

+Zα/2
X
-

n
)。

对检验问题(4.1),X
—
也是λ的无偏估计量 ,所以H0成立时 , X

-
与λ0应比较接近 。取原假设 H0 的拒绝域

形如:W={(x1 , …, xn) X
-

-λ0<c1 或 X
-

-λ0>c2}。为了确定 c1 , c2 ,注意到在 H0 成立时 ,根据泊松分布可加
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性:nX
-

～ π(nλ0),故可改取拒绝域为W={(x1 , … ,xn) n X
—

<k1 或 n X
—

>k2}。由于

PH
0
{nX
-

<k1或 nX
-

>k2}=PH
0
{nX
-

<k1}+PH
0
{nX
—

>k2}

=∑
k
1
-1

j=0

(nλ0)
j

j ! e
-nλ

0 + ∑
∞

j=k
2
+1

(nλ0)
j

j! e
-nλ

0

对给定的α,要使 PH
0
{nX
—

<k1 或nX
—

>k2}≤α且尽可能接近于α,只需取 ∑
c
1
-1

k=0

(nλ0)
k

k !
e-nλ0≤

α
2
且尽可能接近

于
α
2
, ∑
+∞

k=c
2

(nλ0)
k

k !
e-nλ0≤

α
2
且尽可能接近于

α
2
。故可取 k1 =max d ∑

d-1

j=0

(nλ0)
j

j !
e-nλ0≤

α
2
和 k2 =min

d ∑
∞

j=d+1

(nλ0)
j

j ! e
-nλ0
≤
α
2

3.2.2　几何分布总体参数的近似区间估计

引理 1[ 3] 　对常数α>- n ,p的方程 n
p X
—

-1
1-p

=α在(0 ,1)内有唯一正根。

引理 2[ 3] 　当 0 <α< n 时 , 关于 p 的方程 n p X
—

-1
1-p

=α和 n p X
—

-1
1-p

=-α的两根为 p
∧
12 =

2n X
—

-α2± α4-4n X
—

α2+4n X
—
2α2

2n X
—2

。

由引理1 ,引理 2所述 ,几何分布 G(p)中参数 p的置信水平为 1-α的近似区间估计为:

2n X
—
-α2- α4-4n X

—
α2+4n X

—2α2

2n X
—2

,
2n X

—
-α2+ α4-4n X

—
α2+4n X

—2α2

2n X
—2

注:关于“α< n”这一条件 ,由于我们研究的是大样本场合 ,因此这一条件是满足的 。

3.2.3　柯西分布总体参数的近似区间估计

引理 3[ 4] 　若总体 X的密度函数为 p(x),其中位数为 m ,且 p(m)≠0.而 X1 , … ,Xn 为 X的一个样本 ,其中样

本中位数为Xmed ,则 Yn= n(Xmed-m)的极限分布为 N 0 , 1
4[ p(m)] 2

。

设总体 X服从柯西分布 p(x ,μ)=
1

π[ 1+(x-μ)2]
,μ未知 , -∞<x<+∞,X1 , …,Xn 是取自总体 X的样

本。

由于柯西分布不存在数学期望 ,因此不能用矩法求μ的估计量 。若用最小二乘法使∑
n

i=0
(xi-μ)

2 最小 ,则

得μ
∧
=X
-

,很难说明 X
-

是μ的一个合适的估计量 ,因为这时无偏性 、有效性都失去意义 ,而且 X
-

与 X同分布 ,说

明X
-

也没有起汇集μ的信息的作用 ,这个估计量的相合性也无从谈起 。而若用μ的极大似然估计 ,由于其对

数似然函数为

lnL(μ)=nlnπ+∑
n

i=1
ln

1

[ 1+(xi-μ)
2]

对数似然方程为

∑
n

i=1

xi-μ

[ 1+(xi-μ)
2
]
=0

这个方程只能求数值解(比如用牛顿法),也没有简便的表达式。但注意到μ是总体分布的中位数 ,因此可以

用样本中位数作为初值。由引理3知 ,柯西分布总体的一个容量为 n的样本中位数Xmed～ N(μ,
π
4n
)。根据独

立同分布中心极限定理:T=
2 n(Xmed-μ)

π
～ N(0 ,1)。于是当 n比较大时
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P -zα/2≤
2 n(Xmed-μ)

π
≤zα/2 ≈1-α

而-zα/2≤
2 n(Xmed-μ)

π
≤zα/2等价于μ

2-2μXmed+X
2
med-

π2z2α/2
4n
≤0。于是λ的近似 1-α置信区间的上 、下限

为:

λ
∧
12=

2Xmed± 4Z2med-4(X
2
med-

π
2
z
2
α/2

4n
)

2

由于 n比较大时 ,λ>0 ,亦可忽略高阶小量 ,取近似置信区间为:(0 ,2Xmed)。

4　实例

某药厂生产一种新的止痛片 ,厂方希望服用新药片后开始起作用的时间间隔较原有止痛片至少缩短一

半 ,因此厂方提出需检验假设:H0∶μ1≤2μ2 ,H1∶μ1>2μ2 。此处μ1 ,μ2分别是服从原有止痛片和新有止痛片后

至起作用的时间间隔的总体的均值 。设两总体均为正态分布 ,且方差分别为已知值σ21 和σ
2
2 ,现分别在两总

体中各取一样本:X1 ,X2 , … ,Xn 和 Y1 ,Y2 , …,Yn ,设两个样本独立 ,试求检验拒绝域(取显著性水平为α)。

解　由E(X)=μ1 ,E(X)=μ2;D(X)=σ
2
1 ,D(X)=σ

2
2 。所以X

—

～ N(μ1 ,
σ
2
1

n
),Y

-

～N(μ2 ,
σ
2
2

n
),且X

-

,Y
-

相互独立 ,

E(X
-

-2Y
-

)=μ1-2μ2 ,D(X
-

-2Y
-

)=
σ21
n
+
σ22
4n
,从而 X

-

-2Y
-

～ N(μ1-2μ2 ,
σ21
n
+
σ22
4n
)。

当H0为真时 ,统计量
X
-
-2Y

-

σ21+4σ
2
2

n

1
2

～ N(0 ,1),有 P{ X
-
-2Y

-
 >zα/2

σ
2
1+4σ

2
2

n

1
2
}=α。所以拒绝域为W=

{(X1 ,X2 , …,Xn)  X
-

-2Y
-

 >zα/2
σ
2
1+4σ

2
2

n

1
2
}。
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Exploration of Parametric Interval Estimate and Hypothesis Testing
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Abstract:In this paper , We discuss the overall parameters significant hypothesis testing of linear function of two normal distributions

and interval estimate and significant hypothesis testing of some nonnormal distributions by using the pivot method and significant

method of hypothesis testing.

Key Words:The parametric linear function of normal distribution population;the parameters of nonnormal population;interval esti-
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