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分 子 对 称 性 与 分 子 点 群

李 纯 仁

目前
,

群论应用在现代理论化学中
,

已成为先进而必不可少的重要工具
。

已经知道
,

分

子轨道理论在量子化学和结构化学中处于 中心地位
,

而分子轨道形成的条件则是 对 称 性 匹

配
,

要想知道反应物中哪些处于
“
前线

”
的分子轨道互相对称性匹配

,

用群的不可约表示进行

归类
,

是 既简练而又具有高度概括性的
。

在讨论中央离子 d轨道在不同配位体场中的能级 分

裂
,

利用三维旋转群的不可约表示十分方便
。

之所以有这些优点
,

其本质原因在于
,

分子点

群是建立在分子本身所属各部的对称性基础之上的
。

本文重点是讨论群的可约表示分解为不

可约表示的直和的方法
,

并提出
“
群的化学分子模型表示

” 的概念
,

与群的数学表示概念相

互补充
,

以期弥补群的数学丧示抽象之不足
。

群的表示与共扼变换密切相关
,

利用共扼 这

一等价关系
,

特别是共扼变换及其传递性
,

可 以

将给定的群 G 分成一些 类
,

每一类 由所有相互

共扼的元素 (操作 )所组成
。

因此
,

类的 定 义 是
:

相互共辘的元素的一个完备集合称为群 G 的类
。

现举一例
,

通过相似变换来分出 C
3 v
的共扼 类

。
神

,

律
g\l(口

先看 e
,
a ( 1 ) e

, 一 ,

~ V ~

, ,

屯头呀而砂
舌

.

砰:试
” 奋乡了多饭

其相似变换的结果是什么 ?

八兰
~

丈兰
今 1

八 _
, , 、

只 , 入
: 贫 即/ 、 厂—

、 . / / 、 I
_

…
~ : 尸 - , 、

/ \ 一
~

竺
`

兰_ / \ 二之一上三一 / \
` 卜~

.

-一 - - 训口 , 一 〔卜~ 一一一- 一O 叮~ se es
,

se -. D .

八 认 . 才一
一

声
产 Z J

其效果相当于
:

。

八井
,

乙
:

C
: a

,

C 爹a

( 1 ) e
一 ` = a ( 2 )

V

( 1 ) ` C , )
一

a

兮
,

故而



、、见 。 `
子
’

、 。 (
子’

、
。 `
矛
’ !;于同一共辘类

。

用类似的方法可证明

U

份, e
。

( a

份
, )
一

C

:
故知 C

3 ,
C 爹在 C

。 ,

点群中园属另一共辘类
。

而恒等元 E 自成一类
`

,合计起来 C
。 ,

共 有三个类
。

一
、

数学群的表示

只凭模型想象进行群 的对称操作运算是极不方便的
。

为了便于数学运算
,

要求有一种能

表达群 的数学工具
,

矩阵表示就是群的数学表示中的一种比较好 的表示
。

已经知道对称操作的完备集合组成了一个群
,

又知道每一个对称操作都可以用一个相应

的矩阵来表示
,

虽然这些表示对称操作的矩阵也作成一个矩阵群 M
。

而这个 M的矩阵元显然是

与原来的群 G 的元素一一对应
,

即 M与 G是同构的
。

由此得到群表示的定义
:

如果群 G能用与它

同构或同态的矩阵群来表述
,

则称 M为群 G的一个表示
。

如果有丫个相似变换把一个表示的每一个矩阵都变成具有相同形式的分块矩阵
,

那么这

个 表 示 就是可约的
,

这种变换过程叫做约化
。

例如三维表示 M约化为一个二维表示和一个

一维表示可借助图解如下
:
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如果不存在如上的相似变换矩 阵X
,

相似变换就无法进行
,

则这种不再能进行相似变换的表示

就是 不 可 约 表示
。

上面的图解清楚地说明
,

相似变换矩阵X 的主要特 征 是 能 把一个表示

的每一个矩阵变换成除主对角线以外皆为零的分块矩阵
,

而这些方块就是两个低维表示
。

一个群的表示可用相应的方阵来表示
,

而这个方阵的主对角线上的元素之和就称为特征

标
。

在线性代数中
,

这个和被称为方阵的迹
。

特征标常用符号 X 表示

X = 芝 a 二

j J J ( 1 )

其中
a 。表示方阵对角线上 的元素

。

严格说来
,

特征标是在群上定义的一个函数
,

在这个意义上说特征标是群表示的 重 要属

性
,

利用特征标就可以判明已给群的两个表示是否等价
。

此外
,

它还将证明每一个可 约 表示

可 以唯一的分解为不可约表示的直和
。

群表示的特征标有两个重要性质
。

第一
,

群的两个等价表示具有相等的特征标
;
第二

,

群的共辘矩阵元所对应的特征标相等
。

正因为群的表示的特征标具有上述性质
,

因此
,

两个不

可约表示等价的必要和充分条件是要求它们的特征标相等
;
表示群的方阵经约化后成为除主

角线以外皆为零的分块矩阵后
,

沿对角线分布的方块数
,

就是原可约表示约化为不可约表示

的数 目
,

而这些不可约表示彼此是不等价的
。

这说明可约表示经约化后分解为不可约表示的

直和
·
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应该指出
:

共扼矩阵的特征标相等
,

现不加证明地来论述广义正交定理
。

( 2 )

意味着矩阵在进行相似变换后其特征标不变
。

定理一

定理二

定理三

此群 G 有 i个不

群的不等价不可约表示的数 目
,

等于群中的共扼类的数 目
。

不等价不可约表示的维数平方之和
,

等于此群之阶 h
,

即等于群中元素的数 目
。

设群 G 共有 h个元素
,

可分为 i类
,

每类的元素分别为 1; ,
1

2 ,

1
3 ,

等 价的不可约表示
,

它“ : 对 于第 k类元素
,
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直
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不同的不可约表示可看成是 h维空间的分向量
。

这是因为
,

在一组不可约表示矩阵中
,

任

一组来自每个矩阵中的对应矩阵元
,

它的行为和 h 维空中的向量分量相同
,

所有这些向量 都相

互正交
,

并且都归一化为它们的长度平方
,

即等于 h 1/ i :

: 、
、 i

( R )
.
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因为特征标 的实质是在群上定义的函数
,

它
一

也直接反映出不可约表示的所属对称种类
,

故不可约表示的特征标也可认为是分 向量
。

由两个不同的不可约表示的特征标作为分量的向

量彼此正交
。

即

资X ` ( R ) x :
( R )

二 o

j 、 ( 5 )

这里着重讨论一种把可 约表示分解为不可约表示的直和的方法
。

以 N H
。
为例

,
己知它属于 C

。 ,

点群
。

它的 三个 a 键组成 C 3 ,

的一个表示 r
。

先看这个表

示可不可约
。

将群中的对称操作作用于这三个 a 键
,

以求 F的特征标
。

这相当于将 C
。 ,

的 各

操作作用于 X
,

Y
,

Z上
,

即
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与 C : ,

的特征标表相比较
,

虽然 F是可约表示
。

为将可约表示 F分解为不可约表示
,

今假设 r 可分解为

r 二 m
2
A I + m : A

Z + m
o
E

其中m
: 、

m
: ,

m 3
为整数或零

。

根据定理三可演出下式
:
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这个式子说明
,

只要知道每个表示的特征标
,

就能够决定第K 个不可约表示在可约表示 中出

现的次数
。

对于 C
: ,

点群来说
,

所给可约表示 ( 9 ) 式中m
; ,
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代入 ( 9 ) 式中
,

x l + 2 x 0 x l + 3 x l x ( 一 1 ) 〕 = 0

X Z + 2 X O X ( 一 1 ) + 3 X 1 X O 〕 =

可得 r 分解为

F = A : ① E

即 r 是不可约表示 A , 和 E的直和
。

二
、

群的化学分子模型的表示

从 前面的论述我们 已经看到
,

群的数学表示理论是比较抽象的
,

为弥补这种不足
,

这里

准备再从具体的分子模型出发
,

对群的表示理论加以补充
。

从分子的几何构型研究分子的对称性
,

只是研究分子的静态性质
。

而所谓分子的动态性

质就是考察特定分子在所属点群的对称操作下运动的结果其内部被研究的部分究竟是对称的

还是反对称的
。

先看分子及其镜象的平移运动
。

当分子在反映面前作平行于反映面的平移运动时
,

分子

自身的各部及其在反映面中的镜象都以同一速度和同一方向运动
,

故二者对于反映面是对称

的
。

若 分 子不是平行于反映面而是垂直于反映面运动
,

则尽管分子及其镜象的运动速度相

同
,

但其运动方向却恰相反
,

故二者对于反映面是反对称的
。

分子在旋转操作以及对称中心的反演操作下
,

分子的某种运动的方向也会发生改变或不

变
,

则也会出现反对称或对称的区别
。

这种对称或反对称的概念也可推及

分子中单电子运动状态的描述
。

而实际

上单电子运动状态则是用波函数加以描

述的
。

在量子化学中
,

这种描述 电子运

动的单电子波函数指的就是分子轨道
。

波函数本身是在空间中每一点都有定值

的函数
,

而其重要特征就是它在每一点

之值服从对称性规则
,

即有对称或反对 如咐扮十二丸感 ,”反时粼丈
称的性质

。

对称性质定义为波函数相关联的点同号
,

反对称性质则指波函数相关 联 的 点 反



号
。

例如 乙烯分子 中的
二
轨道就具有反对性称质

,

乙烯分子属于点群D : 、 ,

该点群有对称中心 i
。

在
二
轨道上 的任意一点 P

,

通过对称中心 i的反演映射可得与其关联的点 P
` ,

而 P
`

与 P 恰恰 反

号
。

这种具有反对称性的
二
轨道以符号

二 。

标记
。

以属于 C
: ,

群的水分子中的各有关电子和原 子的运动在此群的四个操作下的变化情况为

例
,

来说明它们对称或反对称的性质
。

这里规定用 + l 来标记分子中的原子或电子的运动在

群中某对称操作作用后其运动方向不变
,

即对称的 ;用
一 1来标记它们的运动方向改变

,

即反

对称的并称 + 1或 一 1为分子中电子或原子的并称运动相对于各种对称操作的特征标
。

可见
,

特

征标实指分子内部各部的运动相对于各种对称操作的对称性质
。

这样
,

就赋予 了特征标一点

物理意义
。

在如图 ( 3 ) 的参考坐标系中
,

来考察 P
: ,

P
,

轨道以及氢原子 A
、

B在点 群 C
Z ,

翻一久

夕

即
3 ) 、 纷扮斟、奚啄

、

氮秘蒯缓碎枷推
的四个对称操作作用下运动的性质

。

先 看 P
二

轨道在四种对称操作作用下运动变化的性质
。

在 C甲旋转操作的作用下
,

绕 z 轴

旋转 180
。

后 P
二

轨道的两部分变号
,

是反对称的
,

按约定
,

其特 征标为 一 1
。

而 在 。 (丫) 反 映

中
,

P
二

轨道 的 两 部分不变
,

是 对称的
,

其待征标为 + 1
。

然而 经 。 气

丫
,的反映后 P

二

的 两

部分不变号
,

故其特征标亦为 一 1
。

最后一个是恒等操作 E
,

任何运动 1在它的作用下的都不

改变其性质
,

故其特征标为 十 1
。

把这些结果汇集如下
:

C
(
:
)

么

a (
z X ) a ( y z )

E+

用同样的方法可以得 D
,

轨道的特征标
E e (犷) a (

z x
) a ( y z )

V

+ 1

上述两种不同类型的对称种类或称为不可约表示
。

由此可见
,

群的数学不可约表示是描述分

子动态性质的种类
。

现在进一步规定
,

即相对于主轴是反对称的
,

属于一维不可约表示 B
,

再

加上相对于反映面 。 (
>vxz 是对称的

,

则 属于不可约表示 B , ,

反对称的
,

则属于不可约表示 B : 。

再看水分子中氧
、

氢之间的两个 a 键属于 C : ,

群中何种不可约表示
。

在绕主轴旋转 的情

况下
,

约定 A 为离开观察者向纸面内运动
,

而 B则是离开纸面向观察者的运动 ( 如 图 3 )
。

作

了这些规定后
,

再看 E
,

c
、

雪
’ 、

a (
护

、
。 (

护这些操作加于上述运动之上后
,

运动 方 向 变

化的情况
。

在 C ;
`

的操作下
,

使氢原子 A 和氢原子 B交换位 置
,

但 左 边 的 原 子 仍 然 保



保持远离观察者
,

右边的原子仍然面向观察者运动
,

故两个氢原子绕 ha 所旋转相对子 C : ( 幼

操作为对称的
,

其特征标为 + 1 ;
而绕 Z轴的旋转在 C

: ,

群的两个反映面的作用下其运动 显

然都改变了方 向
,

故相对于 a
,

(
’ `

) 和 a
,

(
` ’

) 的特征标均为 一 1
。

如果以 R
:

代表绕 Z轴 的

旋转
,

则包括两个氢原子在内的 a 键在这种情况下的特征标可排列如下
:

E C g
`

a 言
`

a 于
一 `

这种对称种类属于不可约表示 A
Z 。

这样
,

在考察了水分子各部分运动的动态性质 川后
,

可把上述所得的几种对称类型列出表格
,

即所谓的特征标表
:

就
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到此
,

按化学分子模型编制特征标

表 以及求出不同种类的对称类型—
不

可约表示的步骤已经初见轮廓
。

上面讨论的是只有一维不可约表示

的点群
,

称为非简并点群
,

相对于此
,

凡是含有二维以上不可约表示的点群被

称为简并点群
。

举 一个简并 点 群 的 实

例
,

来说明其特征标表的编制
。

现 己属于

D ` 、
点群的 P

,
C l

` 您一

来讨论
。

如图 ( 4 )
,

主轴 C
`

与 Z坐标轴重合
,

C
:

轴 和 P
。

一

C l键都与 X
, y 轴重合 并垂直 于 C

` ,

C
: `

轴则平分两个 P
:

一 C I 键之间的 夹

角
,

且也垂于 C
4

轴
。

两个包含 X
, y 轴

并交换两个对角上原子的反 映 面 a d ,

另外两个包含 C
Z 产

轴的反映面 a
, 。

先看共有多少独立的对称操作组成

D
`
h点群

、、
{{{

{{{{{

{{{{{
、、

_

才才
/// 勺勺

分分分
才才才

图田属 ` ha 娜劫凡峨
-

C
`
主轴产生 C

`
和 C孟两个独立操作及一个 C策二 C省操作

,

显 然
,

此 C宝 与 C `
轴 重合

。

p 。

lC 圣
一

还有一个与C
;

轴重合的 S `
轴它产生 S

`
和 S 泛两个独立操作

。



此弃
,

由图 ( 4 ) 还可看出
, p t e l ;

还有一个水平反映面 a 、
和一个对称中心 i

。

再加前

面已指出的 C : 、 。 d 、
a

,

和 C 各两个
,

共有 1 6 个操作
:

I I

E
,

Z C
` ,

C矛
= C

: ,
2 C

Z ,

Z C
:

合群的数学准则的完备集合一
~ 一D

` 、
点群

。

a 、 ,
Z a

, ,
Z a 、 ,

2 5
` ,

1
.

这些操作组成了符

然后来求中央离子 p ,
( I ) 中三个 p轨道属于何种不可约表示

。
p z轨道在上列各类操作

顺序的作用下
,

其对称性的变化依次如下表所列
:

E Z C
`

C乏= C : Z C
:

Z C : a ` Z a
,

Z a d 2 5
4

不变 不变 不变 变号 变号 变号 不变 不变 变号 变号

+ 1 + 1 + 十 1 +

最后一行是在相应的操作项 下的特征标
。

这就是一种一维的不可约表示
。

这一对称类型
,

属

于不可约表示 A : 。 。

对于 P
二

和 P
,

轨道
,

由于它们同在 X 轴和 Y 轴所组成的平面之中
,

因此如果我们采用如图

( 5 ) 所示的坐标系
,

则当它们绕 C `
轴完成 9 0

。

的顺时针旋转之后
,

F
二

的位 置 将 变 换到

P
,

的位置
,

即它们在同一 C
`

操作之下同时发生变换
。

这种能量相同并在同一操作之下一起变

奔
,

扭 女
、

默 “ 舰给中飞铸酬
。

尽物之

换的轨道称为简并轨道
。

当绕 Z轴顺时针旋转 9 0
。

后
,

图 ( 5 ) 中的 ( a
) 变为 ( b )

。

此时 P
二

变换为 P
, ,

这里的

情况显得特殊些
,

即 P
,

在 C
4

的作用下既非对称的也非反对称的
。

但与此同时 P
,

则变换为
一
P

二 。

可见这两种变换是互相关联的
。

P
:

经 C
4

的作用后
,

已非原来的 P
二

轨道而是原来的 P
,

轨道
。

就是说两者都己变成新轨道
,

新的 P 拥 P
·

表示
,

新的 P 佣 P y 表示
。

按照矩阵建造原则



( 1 1 )

\

l!
e r尸

p,
.0占

1.几.

p 二 二 0
.

p 二 十

P , = 一 P 二 + 0

将上式右端的系数列成矩阵

( 1 2 )

、 .

!
|
|l

一 1 0

此 。。使 。
二

和 p ,

变 换 为 。
; 和

p

; 的变换矩阵
,

其特征标为零
。

这也就是 。 二

和 p ,

二重简并 轨

道在 C `
作用之下的特征标

。

顺便指出
,

只有二维 以上 的不可约表示的特征 标 才 有可能出现

零值
。

p 二

和 p ,

在反演中心 i的操作下
,

照例都是反对称的
,

图 ( 5 ) 中 ( a ) 在 i的作用下

p

;
= 一 p · + 0

·
p ,

)
p

;
= o

·

p一 p ,

{
( 1 3 )

故其变换矩阵为

打
一 l 。

-

{
。 一 `

由此得其特征标为 一 2
。

用同样的方法还可 以求得在

们的变换矩阵依次为

( 1 4 )

e
, = e “ 、

e
Z 、

e
` 、

E
、

a 、 、 。 甲 、 。 d和 s
`

的作用下
,

它
4 2 2

角盯曰
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山.几
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到此
,

我们得到 P
二

和 P
,

二重简并轨道在 D
` 、
点群的对称操作下相应的特征标

:

E { “ C
`

几 …万
-
二三互

,

匹巨刃三二…习三…不匡{一一 2 { 0 1 0 !
+ 2 … o { 0 1 0 !

一 2 {

由于二重简并轨道在对称中心 i的作用下其特征标为负值
,

故此不可约表示应为 E
。 。

同 理
,

我们还可以求出D
` 、
的其它不可约表示的特征标

。

( 下转 95 页 )
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的序列 {P二
(

x, , x : , … x 。

) }与〔0 ,

1〕间某一有理数序列 {
a 。

}相应的项组成的序列 {
a 二 P

。

}来

一致地逼近
。
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表 ( 1 ) D
` 、
点群的特征标表

二可不不不不吓月刁石耳下二可二
月
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一
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一
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一
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