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一、研究的问题

有理数教学的要求是“在具体情境中，理解有理

数及其运算的意义”，评价建议是“关注学生对有理数

的意义、有理数运算法则的理解水平。 对运算的评价

重点应放在学生对算理的理解” [1]。 2000 大纲（试用

修订版）版教科书关于有理数的教学要求是“理解有

理数的加、减、乘、除乘方的意义”，并指出“本章的主

要难点是对有理数运算法则的理解，特别是对有理数

乘法法则的理解”[2]。 如果我们进一步追问：什么是有

理数运算的意义和算理？什么是理解有理数运算的意

义和算理？理解有几个水平？大纲都没有明确地界说。
通过本研究，我们试图回答这些问题。

二、研究的对象

我们选取山东省某市的两所城镇初级中学作为

研究、调查的学校。 这两所中学在当地的排名都比较

好， 位居 1、5 名， 每所学校都有 10 个左右的平行班

级。我们从这两所学校分别选取了成绩中等的 7 年级

班级各 1 个 （我们调查时，7 年级的学生正好学习有

理数乘法）。 有关学生的调查、访谈，均在这两所学校

进行。 在对教师进行问卷调查时，我们又选取了一所

中学，以便构成有效样本。
三、研究的方法

学生问卷调查内容如下（教师问卷调查的内容同

学生）：
说明下列各算式所表示的意义是什么。

问题 1 （-4）×7
问题 2 6×（－5）
问题 3 （－4）×（-6）
四、结果

（一）正确的理解

1．异号两数相乘

（1）用加法来解释

比如，学生 S1：（－4）×7 表示-4 的 7 倍是多少。
S1：结果是-28。 就是 7 个-4 的和。
有的学生还提供了现实情境，比如，学生 S3：考

试的时候，错一道题扣 5 分，错 6 道题扣多少分？
T：请解释一下。
S3：扣 5 分记为-5，错了 6 道题，一共扣了 30 分，

记为-30。 不就是 6×（-5）=-30 吗。
以上算式，都有一个正整数，这就可以迁移整数

乘法的意义：乘法是相同加数和的简便运算。事实上，
在学生所使用的教材中，为了给学生提供一些可以抛

锚的知识基础，介绍有理数乘法的时候，总是先从整

数乘法的意义出发， 比如 （-2）＋（-2）＋（-2）＝（-2）×3
＝-6。 因而，使用“倍”、“和”来解释是最自然不过的事

情。 就学生目前的认识水平而言，也是一种基本正确

的解释。然而，严格地说来，由于有理数运算形式化的

原因，乘法不能够再理解为“相同加数和的简便运算”
了。

（2）用乘法来解释
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比如，学生 S4：6×（-5）的意义是 6 与-5 相乘的

积是多少？
从表面上看， 这种解释什么都没有说明问题，因

为学生没有说明积是什么。但是，我们也应该看到，这

绝不是一句废话，也不是玩文字游戏。 如果不想交换

过来，用 6 个-5 的和来解释的话，这就是一个比较理

想的回答。 因为在有理数范围内，不可能像非负有理

数那样，把乘法解释为“乘一个数就等于求这个数的

几分之几是多少”。因而，只能够用近乎形式化的方法

来解释。当然，上述回答也并非是完全正确的。正确的

回答应该是：表示 6 与-5 的积，积是-30。 调查中发

现，学生对于结果是一目了然的：
T：积是多少？
S4：-30。
T：怎样得到的？
S4：用法则得到的。
T：你为什么这样解释？
S4：这道题和（－4）×7 不一样，我感觉到不好解释

了。 你总不能说是 6 的-5 倍，或者-5 个 6 的和吧。
这事实上反映了乘法意义扩展时引起的学生认

知上的困惑： 非负有理数乘法的意义已经不再适合，
新的意义又尚未建立起来。 对于异号两数相乘，既可

以用加法来解释，又可以用乘法来解释，正确率如下

（表 1）。
表 1 学生对异号两数相乘意义回答的正确率

（人次 276）
回答类型 人 数 百分比（%）

正确的加法回答 85 30.8
正确的乘法回答 62 22.5

总 计 147 53.3

也就是说， 有 53．3％的学生给出了正确的回答。
进一步分析发现，使用加法出现错误的有 25％，比乘

法 19．6%的错误率稍高。
2．两个负数相乘

正确的理解：解释为积。 比如，学生 S5：（-4）×（-
6）的意义是-4 与-6 相乘的积是多少？

T：积是多少？
S5：同号两个数相乘，积为正，结果是 24。
T：你把（-4）× 7 解释为 7 个-4 相加的和，我感

到比较清楚。 以上解释，你感到清楚吗？
S5：我感到不太清楚。我解释不清楚，根据法则来

做就行了。
两个负数相乘的意义是什么？ 是求这两个数的

积；积是什么呢？ 相乘的结果是积；积是多少？ 是 24。
这就是说，虽然相乘的意义不好解释，但好计算，所以

算就行了，只能用计算的结果来说明算式的意义。 我

们认为这就是一种正确的解释：所谓运算就是为集合

中的两个元找到唯一一个对应元， 这个对应元找到

了，运算的意义就知道了。
表 2 学生对（-4）×（-6）意义的回答情况（人次

138）
回答类型 人 数 百分比（%）
没有回答 5 3.6
错误的加法回答 33 23.5

解释两个负数相乘的意义是一个真正的困难。因

为“数的运算从内涵到法则都发生了变化，必须重新

建立[3]。 ”4×7、（-4）×7 可以用原来所学习的正有理数

乘法的意义来解释，而（-4）×（-6）就不行了，乘法的

意义需要扩展，扩展的结果就是一种形式化的东西。
（二）错误的理解

（1）负数个。 比如，学生 S6：一个球 7 元钱，小明

买了-4 个多少钱？
比如，学生 S8：（-4）×（-6）的意义是-4 个-6 的和

是多少。
T：什么是一 6 个。
S7：按小学时所学的，几个几相加的和。
T：－6 个你感到能够说清楚吗？
S7：不太清楚。
学生希望用加法来说明乘法，而要用加法来说明

乘法的意义， 就要解释清楚几个或者几分之几个，于

是就出现了负数个的错误。
（2）负数倍。 比如，学生 S8：6×（-5）：6 的-5 倍是

多少？ －5 个 6 是多少？
什么是-5 倍？ 这是典型的整数乘法的负迁移作

用。
五、有理数乘法的意义是什么

解释有理数乘法的意义时，学生总是从已有的知

识寻求支撑，于是便有了以上错误。 只要人们继续想

把负数用事物的个数概念来表示，而没有认识到在新

概念建立之后，其逻辑形式法则起主导作用，人们对

负数的疑问就会存在下去。 也就是说，在理解有理数

乘法的意义时，如果继续沿着原来的路线，就行不通

了。表面上看，错误的原因是整数乘法的负迁移作用，
实质上则是乘法意义的扩展。

整数乘法的意义最好理解，因为有整数的加法作

为基础。 本质上，乘法就是加法。 分数乘法的意义（小

数乘法的意义本质上就是分数乘法的意义） 就扩展

了。乘法对加法的依赖性明显地在减弱，也就是说，乘

法与加法的关系不断地疏远，不可能再把乘法还原成

加法的简便运算。到了有理数乘法，把（下转第 43 页）
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解决问题的渴求。在高校提供理论支持的情况下开展

和组织多种形式的教育沙龙、专题讲座、座谈会，以及

利用信息网络交流和研讨教育管理、课程改革、教学

改革、教师专业发展等领域的问题、研究成果和实践

经验。
这条途径的主导者是基础教育学校和基础教育

教师。这是一条自下而上的自发的硕士后继续教育模

式，高等学校依然担当着理论指导的角色。
山东师范大学毕业的教育硕士在这方面已经进

行了尝试，他们于 2006 年 3 月成立了教育硕士联盟，
召开了联盟成立大会，组建了联盟管理机构。

总之，通过以上途径可以解决当前山东省拥有硕

士学位层次基础教育师资的硕士后继续教育问题，但

不难看出， 在解决这个问题中突现了三个重要元素：
高校、政府和基础教育教师。 高等学校在硕士后继续

教育中承担了理论指导的重要角色，始终贯穿于三条

途径中； 而政府和基础教育的执行者之间相互作用、
相互促进是推动硕士后继续教育的源动力，也是推动

基础教育改革不断前进的源动力。
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（上接第 39 页） 乘法还原成加法的愿望根本不能实

现，想通过直观的方式来表征乘法也很难做到，即便

做到了，也很牵强。因为负数本身一点都不直观。既如

此，就很难用原来的方式来理解有理数乘法了，也就

是说，不能过多地寻求直观，而应该从推理、逻辑、形

式的角度来理解有理数乘法。
从现代数学的角度来看，有理数乘法的扩展所必

须遵循的基本原则就是保持“运算的持续性”或者说

“承袭性”：原来的运算得以承袭，新的运算能够进行

下去。也就是说，负数出现后，对于有理数乘法的基本

要求是， 非负有理数的乘法运算能够继续进行下去，
而且不发生变化，同时，对负数也能够进行运算。在这

个基础上，来探讨、界定有理数乘法。 这也容易理解，
只有站在前人的基础上，才能更好地前进。

六、结论与建议

（一）有理数乘法意义的抽象性与形式性

有理数乘法是一个抽象的、形式化的概念，是“保

持运算的承袭性”而做出的一种约定。 正为有理数乘

法是一个形式化的东西，所以，当我们来理解乘法的

意义时，除了尽可能地从直观上去理解以外，还要看

到它抽象的一面、形式化的一面。可以说，如果不能够

从形式化的角度来理解，就不可能真正地理解乘法的

意义。 事实上，到了无理数、复数的运算，就更加抽象

和形式化了。
（二）理解的困难性与有限性

正因为有理数乘法意义的抽象性和形式性，导致

了学生对有理数乘法意义理解的困难性与有限性。有

理数乘法具有形式化的意义，但是由于中学生认知水

平有限，我们不可能从形式化的角度来介绍有理数乘

法的意义，这就导致学生对有理数乘法意义的困难理

解。 其实，别说学生，即便是教师，对有理数乘法意义

的理解也存在着诸多困惑和错误，教师的理解水平也

并没有比学生的高。
（三）课程目标的层次性与适切性

学生、教师对有理数乘法意义理解的有限性和困

难性，与有理数乘法意义本身所具有的抽象性和形式

性表明，课程目标必须具有层次性与适切性。
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