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三次数学危机与悖论 
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摘  要  悖论的发现，给数学界以极大的震动，相继导致了数学史上的三次危机。为了探求其根源和解决难
题的途径，数学界、逻辑界进行了不懈的探讨，提出了一系列解决方案，并在不知不觉中大大推动了数学和逻辑学
的发展。本文就悖论与数学危机的产生、悖论的根源以及悖论对数学科学的影响提出一些看法。 
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一、数学危机与悖论 
危机是一种激化的、非解决不可的矛盾。从

哲学角度看，矛盾是无处不在、不可避免的，即
使是以确定无疑著称的数学也不例外。数学领域

存在大大小小的诸多矛盾，如正数与负数、加法
与减法、微分与积分、有理数与无理数、实数与

虚数等。但在整个数学发展过程中还存在许多更
为深刻的矛盾：有穷与无穷、连续与离散，乃至

存在与结构、逻辑与直观、概念与计算等等。数
学的发展史贯穿着矛盾的斗争和解决，而在矛盾激

化到涉及整个数学的基础时，就会产生数学危机。 
“悖论”一词源于希腊文，意为“无路可走”，

转义为“四处碰壁”，无法解决的问题，实际上是
一种特殊的逻辑矛盾，它是这样一种命题：设该

命题为真，则可以推出它为假；反之设该命题为
假，则又可推出它为真。如著名的“说慌者悖论”：

公元前六世纪，克里特岛上的一位哲学家伊皮门
尼德曾说了一句话“所有克里特岛人都是说慌

者”。公元前四世纪麦加学派的欧布里德把它改造
成“我正在说的话是假的”（A）。假定语句A 是真

的，即“我正在说的话是假话“是真的，那么它
便是假的；反之，假定语句 A 是假的，即“我正

在说的是假话”是假的，那么它就是真的。总之，
由语句A真可以推出它为假，又由语句A 假可以

推出它为真，进而推出A既真又假的逻辑矛盾。 
数学科学历来被视为是严格、和谐、精确的典

型学科，但数学的发展从来不是直线式的，它的体
系并不是永远和谐的，而常常出现悖论，特别是一

些重要悖论的产生，自然引起人们对数学基础的怀
疑以及对数学可靠性信仰的动摇。数学史上的三次

危机皆由数学产生悖论而引起。悖论虽然看似荒
诞，但却在数学史上产生过重要影响，一些著名的

悖论曾使高明的数学家和逻辑学家为之震惊，并引
发人们长期艰难而深入的思考。可以说悖论的研究

对促进数学科学的发展是立过汗马功劳的。 
二、数学史上的三次危机都与悖论有关 

第一次数学危机产生于公元前五世纪因不可
通约量的发现所出现的毕达哥拉斯悖论。当时毕

达哥拉斯学派重视自然及社会中的不变因素的研
究，把几何、算术、天文、音乐称为“四艺”，在

其中追求宇宙的和谐规律性。他们认为：宇宙中
的一切事物都可归结为整数及整数之比。毕达哥

拉斯学派的一项重大发现是证明了勾股定理，但
由此也发现了一些直角三角形的斜边不能表示成

整数或整数之比(不可通约)。如直角边长均为 1
的直角三角形就是如此。这一悖论直接触犯了毕

氏学派的根本信条，导致了当时认识上的危机。
这次数学危机对古希腊的数学观点有极大的冲

击。这表明，几何学的某些真理与算术无关，几
何量不能完全由整数及其比来表示，反之数却可

以由几何量表示出来。整数的权威地位开始动摇，
而几何学的身份升高了。危机表明,直觉和经验不

一定靠得住,推理证明才是可靠的,从此希腊人开
始重视演绎推理,并由此建立了几何公理体系,这

不能不说是数学思想史上的一次巨大革命。 
第二次数学危机由无穷小量引发。人类最先

是以绳记事而识数，并以此测长度、算田亩、测
积等，在一些不规则的图形等计算时，首次发现

“无穷小”与“很小很小的量”的矛盾地。因古
希腊的欧多克斯引入量的观念来考虑连续变动的

东西，并完全依据几何来严格处理连续量。这造
成数与量的长期脱离。古希腊的数学除了整数之

外,并没有无理数的概念,连有理数的运算也没有,
可是却有量的比例。但他们对于连续与离散的关

系很有兴趣,尤其是芝诺提出的四个著名的悖论： 
“两分法”：向着一个目的地运动的物体，首

先必须经过路程的中点，然而要经过这点，又必须
先经过路程的1/4点；要经过1/4点又必须首先通
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过1/8 点等等。如此类推，以至无穷。结论是：无

穷是不可穷尽的过程，运动是永远不可能开始的。 
“阿基里斯追不上乌龟”：阿基里斯是《荷

马史诗》中善跑英雄。奔跑中的阿基里斯永远无
法超过在他前面慢慢爬行的乌龟。因为他必须首

先到达乌龟的出发点。而当他到达那一点时，乌
龟又向前爬行了一小段。等他完成了这一段路

程，而乌龟又向前爬行了一段⋯⋯乌龟必定总是
跑在前头。这同两分法悖论所不同的是不必把所

需的路程“一再平分”。 
“飞矢不动”：飞着的箭在任何瞬间都是既

非静止又非运动的。如果瞬间是不可分的，箭就
不可能运动，因为如果它动了，瞬间就立即是可

以分的了。但是时间是由瞬间组成的，如果箭在
任何瞬间都是不动的，则箭总是保持静止。所以

飞出的箭不能保持运动状态。 
“操场或游行队伍”：A、B 两件物体以等速

向相反方向运动。从静止的 C 看来，比如说，A、
B 都在一小时内移动了 2 公里,可是从 A 看来，

则B 在一小时内就移动了 4 公里。由于 B 保持等
速移动，所以移动 2 公里的时间是移动 4 公里时

间的一半。因而一半的时间等于两倍的时间。 
尽管我们凭直觉很容易否定芝诺悖论的结

论，但芝诺所揭示的矛盾是深刻而复杂的。前两
个悖论诘难了关于时间和空间无限可分，因而运

动是连续的观点；后两个悖论诘难了时间和空间
不能无限可分，因而运动是间断的观点。从某种

程度上，芝诺悖论的出现预言了两千年后，将会
围绕微积分的出现而爆发的第二次数学危机。这

也说明，希腊人已看到无穷小与“很小很小”的
矛盾。当然他们无法解决这些矛盾。 

古希腊人虽然没有明确的极限概念，但他们
在处理面积体积的问题时，却有严格的逼近步

骤，这就是所谓的穷尽法。它依靠间接的证明方
法，证明了许多重要而难证的定理。到了十六、

七世纪，除了求曲线长度和曲线所包围的面积等
类问题外，还产生了许多新问题，如求速度、求

切线，以及求极大、极小值等问题。经过多年努
力，终于在十七世纪晚期，形成了无穷小演算—

—微积分这门学科，这也是数学分析的开端。 
由于运算的完整性和运算范围的广泛性，使

微积分成为解决问题的重要工具。同时关于微积
分基础的问题也越来越严重。以求速度为例，瞬

时速度是Δs/Δt，当Δt 趋向于零时的值。Δt
是零?是很小的量?还是什么东西?这个无穷小量

究竟是不是零？这引起极大的争论，从而引发了
第二次数学危机。这次危机使数学更深入地探讨

数学分析的基础—实数论的问题。这不仅导致

集合论的诞生，并且由此把数学分析的无矛盾性
问题归结为实数论的无矛盾性问题，而这正是二

十世纪数学基础中的首要问题。 
第三次数学危机是由 1897 年的突然冲击而

出现的。到现在虽然已超过一个多世纪,但从整
体来看,还没有解决到令人满意的程度。这次危

机是由于康托的一般集合理论的边缘发现悖论
造成的。由于集合概念已渗透到众多的数学分支,

并且集合论在实际上已经成为了数学的基础,因
此集合论中悖论的发现自然地引起了对数学的

整个基本结构有效性的怀疑。 
1897 年意大利数学家布拉里﹒福尔蒂揭示

了集合论的第一个悖论。两年后康托发现了很相
似的悖论。这两个悖论只涉及到集合论中的结

果，没有引起当时数学家们的足够重视。但罗素
于 1901 年 5 月发现了一个悖论，它除了涉及集

合概念本身外不需要别的概念。 
罗素悖论曾被以多种形式通俗化。其中最著

名的是罗素于1919 年提出的，它涉及到某村理发
师的困境。理发师宣布了这样一条原则：他给所

有不给自己刮脸的人刮脸，并且只给村子里这样
的人刮脸。当人们试图答复下列疑问时，就认识

到了这种情况的变化性质：“理发师是否自己给
自己刮脸？”。如果他自己给自己刮脸，那么就不

符合他的原则，就不应给自己刮脸；如果他不给
自己刮脸，那么按他的原则就该为自己刮脸。罗

素悖论使整个数学大厦动摇了。它的“破坏力”不
仅局限在数学领域，只要把此悖论的陈述略加修

改，即用逻辑术语来代替集合论中的术语，罗素悖
论就可以推广到逻辑领域。这样罗素悖论就不仅触

及到数学的基础理论本身，它涉及到了一向被认为
极为严谨的两门科学——数学和逻辑学。 

罗素还提出过与“理发师悖论”相似的几个
悖论，数学上将这此悖论称为“罗素悖论”或“集

合论悖论”。用集合论中的数学语言描述为： 
在某一非空全集中，有这样一个确定的集

合，这个集合中“只有不属于这个集合的元素”。
那么全集中的某一个指定元素和这个确定集合

之间是什么关系呢？不难分析，如果这个元素包
含于这个集合的话，那么根据这个集合的定义，

这个元素就应该是“不属于这个集合的元素”；
可如果这个元素“不属于这个集合”，那么根据

这个集合的定义，这个元素就应该在这个集合
中：即包含于这个集合。这就是说，全集中的每

一个元素，与这个确定集合之间都不存在确定的
包含关系，这无疑是讲不通的。 
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自从康托创立了数学领域中的“集合论”，
用集合论中的观点来诠释各个数学概念之间的

逻辑关系，可谓是“天衣无缝”，因此集合论也
被誉为数学大厦的基石。然而罗素悖论的发现，
证明了集合论中竟然存在自相矛盾的悖论，这足

以暴露集合论本身的缺陷。 
由罗素悖论引发的第三次数学危机，导致了

一场关于数学基础问题的大论战，这场论战持续
了 30 多年，大大推动了数学科学的发展。其中

产生的“公理集合论”克服了朴素集合论中的罗
素悖论的缺陷。 

三、悖论的根源 

    悖论的产生既有认识论方面的因素，也有方
法论和逻辑方面的因素。产生悖论，一方面是由
于我们的思想不能正确地认识客观世界的一些

未知事物及其规律，而受某些因素的影响产生了
对这些未知事物或规律的错误认识。再以这种错
误的认识为基础，作出一些错误的假定或结论，
并在承认其它一切正确认识的前提下，把这种错

误的结论认定为正确的，从而形成一种既符合实
际又不符合实际的自相矛盾的悖论。当人们对悖
论命题进行论证时，往往是先将错误的结论假定

为真，这时以正确的认识为论据必然会推出矛
盾；但转而又将错误的认识假定为假，而又以错
误的结论作为推证依据，而假定的错误结论为假
必定于错误的结论相矛盾，因而必然推出矛盾结

果。于是假定结论为真会导致矛盾，假定结论为
假也会导致矛盾，最终成为不可理解的悖论。 

另方面，因为时间和空间是无限的，这就决定

了人的认识也必然是无限的，任何已经建立起来的
理论都是相对真理，都有认识上的局限性，从而只
能适应于一定范围，超出了这个范围，就构成主客
观矛盾，在这一条件下，这种矛盾就可能变为悖论。 

从方法论观点看，是人们认识客观世界的方
法与客观规律的矛盾。如在罗素悖论中，“不包含
自己的集合”具有无限扩张的性质，“不包含自己

的集合的集合”也就无法形成。罗素悖论间接反
映了无限集合的完整性和可扩张性的辩证矛盾。 

从逻辑方面看，逻辑真理和任何真理一样，

既是绝对的，又是相对的，人们任何时候都无法
穷尽逻辑真理，作为其表述的逻辑关系可以是多
种多样的，悖论是相对于一个理论系统而言的，
如果该系统的推理规则与客观实在相违背也可

能出现悖论，如果将逻辑规律视为思维活动的普
遍适用原则，并用于无限的场合，就可能犯错误。 

四、悖论对数学科学发展的重要影响 

数学悖论是在数学学科理论体系发展到相当
高的阶段才出现的，是对数学学科理论体系可能

存在的内在矛盾的揭示，是该理论体系的发展陷
入某种危机的表现。因此，悖论的出现，往往会
使人们对该理论体系的信念产生动摇，引起思想

混乱，甚至悲观失望。对正常的科学研究活动形
成一定程度的冲击。毕达哥拉斯悖论的出现，就
曾彻底动摇了“数即万物”的世界观，给当时古
希腊的数学家带来了极大的思想混乱，甚至恐慌

和愤怒。该悖论的提出者被一群“数即万物”的捍
卫者抛到海中活活淹死。但重要的是悖论的出现会
有助于促进新理论的建立，有助于原有理论的进一

步严密、完善，从而极大地促进数学科学的发展。 
正是毕达哥拉斯悖论的发现，诱发了数学史

上第一次数学基础的危机，导致无理数的引入，

从而使数的概念发生了深刻的变革。无穷小量悖
论的发现，曾引起数学界长达两个世纪的论战，
形成第二次数学危机，也由此引发了极限理论的
产生，并由此建立了完整的实数理论。罗素悖论

的发现，造成了数学基础的崩溃，引发了第三次
数学危机。为此，数学家们展开了长期的激烈的
争论，形成了一系列学派，大大促进了集合论的

研究，导致数理逻辑等新学科的产生，并使数学
在更加严密的基础上得到了迅猛的发展。同时，
悖论也有助于原有理论的进一步完善和严密。悖
论的发现和消除使人们对有关理论的实质、适用

条件和范围等的认识和理解更加深刻、明确。 
数学悖论的出现虽然暂时引起人们的思想混

乱，对正常的科学研究可能会形成一定的冲击，

但它对于揭露原有理论体系中的逻辑矛盾，对于
揭露原有理论的缺陷或局限性，对于进一步深入
理解、认识和评价原有科学理论，对于原有科学
概念或理论的进一步充实完善和促进科学理论的

产生都有相当重要的意义。为科学研究提供重要
的课题和研究方向。正如爱因斯坦说的“提出一
个问题往往比解决一个问题更重要，因此解决问

题，也许是数学上或实际上的技能而已。而提出新
的问题、新的可能性，从新的角度去看旧的问题都
要创造性的想象力,而且标志着科学的真正进步。” 

总之，悖论会不断出现，我们应该通过对历
史的回顾和总结，来提出对各种悖论的认识。悖
论是科学问题的重要来源，是引导人们向未知领
域探索的向导。我们应该自觉地应用悖论方法，

通过不断地发现悖论和提出新的悖论，通过发现
和揭露原有理论体系中的逻辑矛盾的形成原理、
概念的缺陷来促进数学的发展。 

 


