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　　朱尔 ·昂利 ·彭加勒 ( Juks. Henri. Poincaré,

1854—1912年 )是法国著名的数学家、物理学家和

科学哲学家。他在数学方面的研究和贡献涉及数学

的各个分支 ,当代数学不少研究课题都溯源于他的

工作 ,他被认为是 19世纪末、20世纪初数学界的领

袖人物。彭加勒在哲学著作《科学与假设 》( 1902

年 )、《科学的价值 》(1905年 )、《科学与方法 》(1909

年 )中 ,对科学方法论进行了专门研究 ,关于数学发

明创造、直觉与逻辑的关系、数学美等问题都有精辟

论述和独到见解 ,其思想对 20世纪众多重要的科学

家、哲学家、心理学家曾产生过深远的影响。

一、彭加勒关于数学直觉的观点

(一 )发明就是选择 ,选择能力决定于数学直觉

彭加勒认为 ,面对大千世界无限数目的事实 ,研

究者从所要研究的事实中作一选择是必要的。应当

如何选择 ? 彭加勒认为有些事实只停留在个别的实

用上 ,而有些事实是有和谐的秩序、有规律的、富有

指导作用的 ,选择能够发现规律的事实 ,是科学发明

的关键。数学的发明就是在数学事实的无穷无尽组

合之中 ,舍弃无用的组合 ,选择出有用的、为数极少

的组合 ,这种组合能够揭示表面看来彼此之间毫无

联系的元素间的亲缘关系 ,导致发现数学定律。

“发明就是识别、选择 ”[ 1 ]。

那么 ,这种选择能力由什么决定呢 ? 彭加勒认

为是由数学直觉决定的。数学直觉是对无穷无尽的

组合中有用的组合做出甄选、鉴别。所以说 ,数学直

觉是“数学次序的感觉 ”,即是发现隐藏于数学对象

内在的和谐与关系。比如高明的棋手能够想像为数

众多的组合 ,并把它们记在心里 ,而且更能觉察到某

一组合是全局胜出的内在根据 ,他有次序的感觉。

就如“数学证明不是演绎推理的简单并列 ,它是按

某种次序安置演绎推理 ,这些元素安置的顺序比元

素本身更为重要。如果我具有这种次序的感觉 ,也

可以说这种次序的直觉 ,以便一眼就觉察到作为一

个整体的推理 ,那么我已无需害怕我忘记这些元素

之一 ,因为它们之中每一个都在排列中得到它的指

定位置 ,而且不要我本人费心思记忆 ”[ 1 ]。所以真正

的发现者不是耐心地建构某些组合的工匠 ,在他们

的思想中 ,只需花费很少的时间进行组合 ,或许从来

也没有无用的组合 ,就可以准确地掂量 ,做出完美的

选择 ,这就是直觉。

因此 ,彭加勒认为 ,数学的特殊能力不仅仅是由

于十分可靠的记忆力和惊人的注意力 ,数学创造与

直觉有很大关系。有些人具有极强的记忆力和注意

力 ,但是上述的数学直觉力不强 ,虽然他能够学习和

掌握数学 ,但无力创造 ;相反 ,有些人有很强的数学

直觉力 ,即使他们的记忆力并非极佳 ,也能有所发现

和创造。可以说 ,直觉力的多寡将决定创造成绩的

大小。
(二 )数学创造的心智过程

彭加勒结合自己发现数学的事实 ,用十分生动

的语言描述数学直觉导致创造发明时的心理状态。

他在证明不可能存在富克斯 ( Fuchs)函数 (单复变

自守函数 )时 ,用了整整两周时间苦思冥想 ,尝试了

大量的组合 ,但毫无结果。“一天夜晚 ,我不同于往

常的习惯 ,喝了浓咖啡后 ,辗转反复 ,难以入睡 ,各种

想法纷至沓来 ,我感到它们在不断地互相冲突、成对
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结合 ,也就是说 ,最后形成稳定的组合 ,第二天早晨 ,

我便构造出了这种函数 ”。随后他企图找到这个函

数的表达式 ,恰在这时 ,他参加一个地质考察旅行 ,

旅途的景致使他忘却了数学工作。然而 ,“当我的

脚踩上踏板的一刹那 ,一种想法涌上我的心头 ,即我

通常定义富克斯函数的变换等价于非欧几何学的变

换 ,在我的先前的思想中 ,似乎没有什么为它铺平道

路 ”。

在这里可以看到彭加勒把数学创造的心理过程

分为四个阶段 :有意识阶段、无意识阶段、顿悟、(整

理、证明 )阶段。

11有意识的自觉过程 ,是开动大脑机器的阶

段 ,尽管努力后得不到预期的结果 ,但它驱动无意识

的机器。如果事先没有有意识的努力 ,则无意识的

机器就不会运转 ,也不会有顿悟出现。“实际上 ,正

是意识开启了无意识的作用 ,并且或多或少地确定

了无意识的方向 ”[ 2 ]。

为了说明有意识的作用 ,彭加勒作了一个极好

的比喻 :把组合中的基本思想元素想像为伊壁鸠鲁

( Ep icurus)的带钩原子。在思维完全静止时 ,这些

带钩原子像是勾住了墙壁 ,是不动的。这种完全禁

止的状态可以无限期地延续下去 ,因而它们之间也

谈不上产生什么组合。但初期的有意识的工作使某

一些原子被动员起来 ,以无数不同的方式运动 ,做出

组合。即使还是找不到满意的组合 ,这些原子一旦

开始运动之后 ,就不会返回到它们的初始状态。于

是这些被动员起来的观念原子相互碰撞 ,互相组合 ,

或者飞向那些尚未动员起来的观念原子 ,并与之结

合把它动员起来。在这些新的结合中 ,在这些有意

识努力的间接结果中 ,可能蕴含着顿悟的产生。

21无意识过程往往产生于长久的有意识思维

过程之后。无意识过程在数学创造中起着重要的作

用。无意识的自动作用不仅构造各种各样的组合 ,

而且它知道如何选择有用的、为数极少的组合 ,而这

种选择的标准就是“数学的美感 ”;“有用的组合恰

恰就是最美的组合 ”[ 1 ]因此 ,无意识更机智、更敏锐 ,

无意识过程的不自觉工作形成的和谐、有用的组合

终将唤起直觉即顿悟的出现。

31数学直觉以“顿悟 ”的形式表现。顿悟即顿

然醒悟 ,是长期无意识工作的结果。

41紧随顿悟产生之后 ,需要第二个时期有意识

的工作。因为无意识状态下产生的直觉只是工作成

果的出发点 ,而非研究工作本身 ,必须进行有意识的

工作 ,从这一结果推导出直接的结论 ,整理它们 ,用

语言表达出证明 ,而尤其必须验证这一证明。

同时 ,彭加勒指出产生直觉的三种途径 :首先求

助于感觉和想像 ;其次借助于归纳进行概括、用科学

实验对象描述产生 ;最后是纯粹的数的直觉。他认

为 ,前两种途径不具有必然性 ,只有纯粹数的直觉能

够给真正的数学推论提供原则 ,使数学家在没有感

觉介入的情况下“一眼就觉察到逻辑大厦的总蓝

图 ”。

(三 )数学美

彭加勒对数学美有着强烈的感受。他认为数学

直觉被“数学的美感 ”所控制 ,数学家产生直觉 (或

做出选择 )的规律是数学的审美感起着微妙的筛选

作用 ,缺乏这种审美感的人永远不会成为真正的创

造者。为什么有用的、最美的组合能从无意识状态

进入意识领域呢 ? 彭加勒认为这是直接或间接地受

着审美情感的深刻影响。因为人的心理倾向总是追

求简单、和谐、稳定的外部刺激 ,正如人们感觉的所

有的刺激物中 ,只有最强的才能引起人们的注意。

他认为一切真正的数学家都懂得真正的美感 ,这种

美感是从属于感情的。

数学美是“各部分的和谐秩序 ,并且纯粹的理

智能够把握它 ”。他认为这种美使数学结构具有让

我们感官满意的彩虹般的外表 ,“这种雅致感、和谐

感是所有引入秩序的东西 ,是所有给出统一、容许我

们清楚地观赏和一举理解整体和细节的东西。可

是 ,这正好是产生重大结果的东西 ”[ 1 ]。具有这种感

觉去预知数学中隐藏着的关系与和谐的人 ,才能够

做出数学发现。他认为数学美具有以下基本特性 :

11数学美的简单性。“我们经常用到的 ”、“最

富有指导作用的 ”事实就是最简单的。也就是说数

学的简单性表现在应用的广泛性和理论的抽象性

上。

21数学美的思维经济性。彭加勒认为“数学的

雅致感仅仅是由于解适应我们精神的需要而引起的

满足 ,这个解之所以能够成为我们的工具 ,正是因为

这种适应。因此 ,这种审美的满足与思维经济密切

相关 ”。思维的经济性用它产生的效益来衡量 ,也

就是说用“允许节省的思维数量来衡量 ”。例如名

词“收敛的一致性 ”的运用就省却了冗长的推理形

式 ,所以 ,“思维之经济是科学的永恒趋势 ,同时也

是美的源泉 ”[ 1 ]。

(四 )逻辑用于证明 ,直觉用于发明

彭加勒不同意把数学完全归于逻辑 ,而与直觉

无关。他认为“纯逻辑永远也不能使我们得到任何

东西 ;它不能创造任何新东西 ;任何科学也不能仅仅

从它产生出来。⋯⋯任何科学 ,除了逻辑之外 ,还需

要其他东西。为了称呼这种东西 ,我们只好使用直

觉这个词 ”。对于科学的进步来说 ,逻辑和直觉同

样是必要的 ,“二者都有其合法任务 ”。

直觉具有一览遥远目标的本领。“逻辑告诉我

们走这一条路保证不会遇到任何障碍 ;但是它不会

告诉我们哪一条路能达到目的。为此 ,必须从远处

瞭望目标 ,教导我们瞭望的能力是直觉。没有直觉 ,

几何学家便会像这样的作家 ,他只是按语法写诗 ,但

却毫无思想 ”[ 1 ]。因此 ,不仅在数学的发明方面 ,而

且在数学的推理方面 ,也需要直觉的帮助 ,“倘若正

确地利用直觉向我们提供的前提 ,我们便能学会合

理地推理 ”[ 1 ]。在此意义上 ,直觉就是全部逻辑推理
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链的前提或基础。

彭加勒同时也看到了直觉的缺点 ,这就是直觉

不能给人们提供严格性与可靠性。他举例说直觉可

以让我们不假思索地断言 :每一个连续函数都有导

数 ,因为每一条曲线都有切线 ,而逻辑的命题告诉我

们 :存在没有导数的连续函数。因此 ,他十分强调了

直觉与逻辑的互补性 :“逻辑和直觉各有其必要的

作用 ,两者缺一不可。唯有逻辑能给我们以可靠性 ,

它是证明的工具 ,而直觉是发明的工具。”

(五 )数学教育思想

彭加勒强调数学教学中要尽早培养学生的直觉

思维。他指出 :“数学教学的主要目的是发展精神

的某些能力 ,其中直觉并不是最不珍贵的。正是通

过直觉 ,数学世界才依然与真实世界保持接触 ,即使

纯粹数学家没有真实世界也能工作 ,但总是必须求

助于它 ,以填平符号与实在分隔开的鸿沟。”利用直

觉更能促进逻辑思维能力的发展。他认为 ,“没有

直觉 ,年轻人在理解数学时便无从着手 ;他们不可能

学会热爱它 ,他们从中看到的只是空洞的玩弄辞藻

的争论 ;尤其是 ,没有直觉 ,他们永远也不会有应用

数学的能力 ”。

彭加勒认为学习前人已有成果 ,也是一种“发

明”,是重新发明 ,“发明 ”不仅仅是创造新定理、新

理论。他主张“教师应该使儿童走他的祖先走过的

路 ;更要快些 ,但不要越站 ”。这说明“再创造 ”的教

学思想在彭加勒的数学教育思想中就已经存在。

彭加勒还注意到“数学定义的粗糙性 ”。他认

为数学家所处理的大部分对象长期以来并没有完全

定义 ,只是借助于感觉和想像来描述它们 ,对它们仅

有一个粗糙的图像 ,完善的逻辑定义是没有的。因

此 ,在数学概念教学时 ,需要引导学生意识到原始概

念的粗糙性 ,意识到需要使概念更精确。彭加勒建

议用例子引入定义是必要的 ,借助于直觉为逻辑定

义开辟道路 ,而不应该代替逻辑定义。例如分数的

定义 ,在小学要定义分数 ,先从分割苹果等物体开

始 ;在中学 ,分数是用横线分开的两个整数的组合 ,

这样学生的思维逐渐趋向于逻辑定义。

二、彭加勒数学教育思想的影响

彭加勒作为一位科学家和哲学家 ,他关于数学

创造发明的精辟论述 ,其本身不仅具有重要的价值 ,

而且为进一步研究提供了必要的基础。他的哲学著

作《科学与假设 》、《科学的价值 》、《科学与方法 》被

译成英文、德文、日文、中文等五十多种文字 ,在世界

各国广为流传 ,数学发明心理学成为世界数学教育

研究的热点之一。法国著名数学家雅克 ·阿达玛

(Hadamard)的经典名著《数学领域中的发明心理

学 》,就是追随彭加勒数学创造的思想 ,对其思想作

了进一步研究。前苏联心理学家 B. A. 克鲁捷茨基

在数学学习心理学研究方面也受到彭加勒思想的影

响。他的名著《中小学生数学能力心理学 》关于数

学美对数学创造力的论述 ,与彭加勒的思想一脉相

承。日本数学家、数学教育家米山国藏《数学的精

神 思想方法 》关于“数学发现所需要的精神活动、数

学发现者的素质 ”的论述 ,主要是彭加勒有关思想

理论的进一步研究。他同样认为直觉的产生并非偶

然 ,必须以事先作过有意识的努力为先决条件 ,产生

直觉以后的有意识的努力是很必要的。同时认为培

养和陶冶数学研究者最重要的素质是数学美感。

20世纪 30年代 ,彭加勒的哲学著作在我国就

已翻译出版 ,但没有引起足够的重视。50年代至 70

年代 ,我国哲学界有些学者把彭加勒的哲学思想斥

之为“唯心主义的胡说 ”。80年代以来 ,经徐利治等

著名学者的倡导 ,数学方法论在我国数学界获得了

广泛的重视和迅速的发展 ,关于数学发明、创造的心

理学方法研究 ,许多学者有专门的研究和论述 ,而且

都不同程度地受到彭加勒思想的影响。例如徐利治

青年时代受彭加勒数学思想的影响 ,促使他研究数

学创造的心理学方法 ,他对数学创造的一般心智过

程作了概括 ,强调发散思维在数学创造中的重要作

用 ,指出数学直觉是数学教育的重要内容 ,要重视直

觉能力的培养。彭加勒的数学教育思想 ,对于我国

当今提倡素质教育、培养创新能力有很大的借鉴意

义。传统的数学教育过多注重逻辑思维能力的训

练 ,这当然是重要的 ,但是 ,忽视了数学直觉等非逻

辑思维能力的培养。教学过程中 ,教师过分地强调

数学形式上的严谨 ,不能把生动、丰富、有趣的发现

和探索过程展露在学生面前 ,使学生不能充分体会

数学的思想、方法和精神 ,不能领略、尝试数学创造

的乐趣 ,学生的直觉洞察力没能够得到及时培养和

有效发挥 ,创新意识没有得到足够重视和提高。研

究彭加勒的数学思想 ,重视数学直觉在智力开发中

的作用 ,培养学生的数学直觉能力 ,教给学生寻找真

理和发现真理的本领 ,对推动数学教育改革具有重

要意义和作用。
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