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概率统计在实际问题中的应用举例
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摘 　要 :本文介绍了概率统计的某些知识在实际问题中的应用 ,主要围绕古典概型 ,全概率公式 ,正态分布 ,数学期

望 ,极限定理等有关知识 ,探讨概率统计知识在实际生活中的广泛应用 ,进一步揭示概率统计与实际生活的密切联

系 ,为应用概率知识解决实际问题 ,数学模型的建立 ,学科知识的迁移奠定一定的理论基础。
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The Applica tion of Probab ility and Sta tistics in Rea lity

WANG Yan

( School of Science, Communication University of China, Beijing 100024, China)

Abstract: This paper introduced the app liance of p robability and statistics in reality, including classical

model, formula of total p robability, normal distribute, mathematics expectation and the central lim it

theorem. W hile it also discusses the widely uses of p robability and statistics and the close relationship

with the real life. Therefore, it lays the theoretical foundation for the p ractical uses with p robability and

statistics, and the basis of mathematics model.
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1　引言

概率论在一定的社会条件下 ,通过人类的社会

实践和生产活动发展起来 ,被广泛应用于各个领域 ,

在国民经济的生产和生活中起着重要的作用。正如

英国逻辑学家和经济学家杰文斯 ( Jevons, 1835 -

1882)所说 :概率论是“生活真正的领路人 ,如果没

有对概率的某种估计 ,我们就寸步难行 ,无所作为。

在日常生活中 ,同样不难发现 ,周围的许多事物

都和概率有着千丝万缕的联系 ,下面从几个方面具

体阐述。

2　古典概型在博彩领域的应用

纵观概率发展的历史长河 ,可窥见概率和博彩

已经鱼水相融。早在 15世纪上半叶 ,就已有数学家

试图理论上思考赌博问题。从最初的意大利数学家

帕乔利 (L. pacioli) 1494年出版的《算术 》一书中提

出赌注分配问题 ,到后来的卡丹 ( Cardan Jerome,

1501 - 1576)重新就帕乔利赌注分配问题进行系列

的理论探讨 ;从自然科学创始人之一的 ———伽利略

( Galileo, 1564 - 1642)解决掷骰子问题 ,到帕斯卡和

费马用各自不同的方法解决 1654年 7月 29日法国
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骑士梅累向帕斯卡提出的赌博问题 ,再到 1657年荷

兰数学家惠更斯 ( G. Huygens, 1629 - 1695)一书《论

赌博中的计算 》的问世 ,都在探索赌博中的概率问

题 ,并且也相应的使得概率论概念和定理得到延拓

和发展。

如今 ,博彩业雨后春笋般涌起 , 巨额奖金的诱

惑 ,使得一些“有识之士 ”为实现自己的家庭梦想 ,

不得不借助概率这个工具审时度势。下面一道例题

作为对博采理论分析具有很好的指导作用 :在考察

时间跨度内 ,引起人们注意的偏号码或偏和值共有

10个 ,体彩“排列三 ”的“和 14”相邻两个开出期间

隔甚至长达 96期 [ 1 ]
,理论计算这些情况是否合理 ,

在研究最初用到的就是古典概型和概率的有关性

质。首先考虑各个位置号码 ,在 k ( k Ε 10) 期中 ,至

少有某一位置的某一个数字没有被开出的概率为 p1

= 1 - (1 - (1 - 0. 9
k ) 10 ) 3。此问题抽象为概率问题 ,

其实质是求“由 0 ～9十个数字组成的 k个位置的排

列中 ,其中至少有一个数字在 k个位置都不出现的

概率 ”。首先我们可以考虑 : k个位置中某一个位置

有一个数字不出现的概率为 9 /10, k 个位置都不出

现该数字的概率则为 (9 /10) k (数字可以重复排

列 ) ,而 k个位置至少有一个位置出现该数字的概率

为 (1 - 0. 9k ) ,数字是 0 ～ 9中的任意一个 ,每个数

字在该位置出现又是等可能的 ,所以 10个数字在此

位置全出现过的概率为 (1 - 0. 9
k ) 10

, 根据概率性

质 ,至少有一个数字在这个位置从未出现的概率为

1 - (1 - 0. 9
k ) 10

,这样的位置有三个 ,所以 (1 - (1 -

0. 9k ) 10 ) 3。此问题的探讨反复利用概率的性质 , 最

终使问题得到解决。

古典概型是概率里边最早的概型 ,也是应用较

为广泛的概型。同时 , 古典概型与全概率公式相结

合 ,对于实际问题中考虑整个系统的概率问题 ,或者

得知整个系统的概率查找原因等问题 ,其作用也是

不可磨灭的。下面例述全概率公式的作用。

3　全概率公式在实际问题中的应用

全概率公式是概率论中一个重要的公式 ,在实

际中同样有广泛的应用。先引进定义 :

设 B 1 , B 2 , . . . , B n为样本空间Ω的一个划分 ,即

B 1 , B 2 , . . . , B n互不相容 (B i ∩B j = <, i≠ j, i. j = 1,

2, . . . , n) , 且 U
n

i =1
B i =Ω, 如果 P (B i ) > 0, i = 1,

2, . . . , n,则对任一事件 A有 P (A ) =Σ
n

i =1
P (B i ) P (A |

B i )。在某次世界女排赛中 ,中 ,日 ,美 ,古巴四对取

得半决赛权 ,形式如下 :

现根据以往的战绩 ,假定中国队战胜日本队 ,美

国队的概率分别为 0. 9与 0. 4,而日本队战胜美国

队的概率为 0. 5,试问中国队取得冠军的可能性有

多大 ?

根据上述形势 ,未完成的日美半决赛对中国冠

军的影响很大 , 若日本队胜利 , 则中国队可有 90%

的希望夺冠 ,若美国队胜利 ,则中国队夺冠的希望只

有 40%。在日本队和美国队未比赛前 , 他们谁能取

得半决赛权 ,两种情况都必须考虑到。

记“中国队得冠军 ”为事件 B ,日本队胜美国队

为事件 A1 ,有 P (A1 ) = 0. 5 = 50%.

美国队胜日本队为事件 A2 , P (A2 ) = 50% 显然

有 ,要么日本队胜 ,要么美国队胜 ,二者必居其一 ,所

以 A1 , A2 为一个划分 ,由全概率公式 :这里 ( n = 2)

P (B ) = P (A1 ) P (B | A1 ) + P (A2 ) P (B | A2 ) 其

中 P (B | A1 ) , P (B | A2 ) , 是两个条件概率。P (B |

A1 ) 表示在日本队胜美国队的条件下中国队取得冠

军的概率 , 由题意可知 , P (B | A1 ) = 90% , P (B |

A2 ) 表示在美国队胜日本队的条件下 ,中国队取得

冠军的概率 ,由题意可知 , P (B | A2 ) = 40%。

综上所述 ,在日、美未决赛前 ,估计中国队取得

冠军的概率为 :

P (B ) = P (A1 ) P (B | A1 ) + P (A2 ) P (B | A2 ) =

50% ×90% + 50% ×40% = 50% (90% + 40% ) =

65%。[ 5 ]

类似的利用全概率公式求解的案例有许多 ,比

如工厂有多条流水线 ,求故障发生概率就是利用全

概率公式求解 ,或者已知故障发生概率 ,追究不同流

水线应承担的责任 , 利用的是全概率公式的反向

———贝叶斯 (逆概率 ) 公式。在利用全概率公式求解

实际问题中 ,关键是对问题的合理划分 ,考虑所有可

能导致问题发生的情况。
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　　全概率公式是考虑整个系统 ,渗透到生活各个

方面的正态分布 ,对于许多实际问题的解决更是举

足轻重。下面从几方面阐述一下正态分布在实际问

题中的应用。

4　正态分布在实际问题中的应用

正态分布也称“高斯分布 ”,是概率论中最重要

的一个分布 ,中心极限定理也告诉我们许多其它分

布的极限为正态分布。许多实际问题 ,我们都可以将

其转化为正态分布加以解决。

首先 ,正态分布可以比较乘车时间长短 ,从而选

择出行路线 ,看下例 :

从南郊某地乘车前往北区火车站搭火车 ,有两

条路可走 ,第一条路线穿过市区 ,路程较短 ,但交通

拥挤 ,所需时间 (单位为分 ) 服从正态分布 N (50,

100) ,第二条路线沿环城公路走 ,路线较长 ,但意外

阻塞较多 ,所时间服从正态分布 N (60, 16)。

(1) 假如有 70分钟可用 ,问应走哪条路线 ?

(2) 若只有 65分钟可用 ,又应走哪条路线 ?

分析 :从概率角度先考虑 (1) 的情况 ,有 70分

钟可用时 ,根据正态分布的性质 ,分别求两种情况下

的概率 ,又由于所有的正态分布都可以通过标准化

化成标准正态分布 ,利用标准正态的性质或查找正

态分布表 ,可以比较两条路线按时到达的概率大小 ,

哪条大就走哪条路线。情况 (2) 与情况 (1) 同。具体

解法如下 :

(1) 有 70分钟可用 ,走路线一到达的概率 : P (ζ

Φ 70) = Ф(
70 - 60

4
) = Ф(2) = 0. 9772 (2)走路线

二到达的概率 : P (ζ Φ 70) = Φ ( 70 - 60
4

) =

Φ (2. 5) = 0. 9938。所以应走路线二。

(2) 有 65分钟可用 ,走路线一到达的概率 : P (ζ

Φ 65) =Φ (
65 - 50

10
) =Φ (1. 5) = 0. 9332,走路线

二到达的概率 : P (ζ Φ 65) = Φ (
65 - 50

4
) =

Φ (1. 25) = 0. 8944,所以应该走路线一 [ 3 ]。

其次 ,正态分布可以帮助应聘者分析形式 ,对应

聘状况做正确估计 :具体案例如下 :

某企业准备通招聘考试招收 300名职工 ,其中

正式工 280人 ,临时工 20人 ;报考的人数是 1657人 ,

考试满分是 400分 ,考试后得知 ,报名者的成绩 X近

似服从正态分布 N (166,σ2 ) , 360分以上的高分考

生 31人 ,某考生 B得 256分 ,问 :他能否被录取 ?能否

被聘用为正式工 ?

这类问题求解大致分为这样三个步骤 :首先根

据问题中所给信息 :高于 360分的有 31人 ,利用分数

服从正态分布 ,遇到正态分布一般多联想到标准正

态分布 ,求出σ2
;然后根据招收 300名职工这个信

息 ,再次利用分数服从正态分布求出最低分数线 ,将

B 的成绩与最低分数线比较 ,从而确定是否被录取 ;

最后 ,如果根据比较结果确定 B 被录取 , 再求出第

280人的分数与 B的成绩比较 ,或者根据 B的成绩求

出高于 B成绩的人数 ,再与 280比较 ,进而确定 B是

否被录取为正事员工。

具体求解如下 :

第一步 ,预测最低分数线 ,设最低分数为 x1 ,考

生成绩为 X,则对一次成功的考试来说 , X ～N (166,

σ2 )

因为高于 360分的考生的频率是 31
1657

,故

P{ X > 360} = {
X - 166

σ
>

360 - 166
σ

} = 1 -

Φ (
31

1657
) ≈ 31

1657

因此Φ (
194
σ

) ≈ 1 -
31

1657
≈ 0. 981,

查表可知 194
σ

≈ 2. 08,解得σ≈ 93,故 X ～N (166,

93
2 )。

因为最低分数线的确定应使录取考生的频率等于

300
1657

,即

P{ X > x1 } = P{
X - 166

93
>

X1 - 166

93
} = 1 -

Φ (
X1 - 166

93
) ≈ 300

1657

所以Φ (
X1 - 166

93
) ≈ 1 -

300
1657

≈ 0. 819

查表得
X1 - 166

93
≈ 0. 91,解得 X1≈ 251,也就是

说 ,最低分数线是 251分。

第二步 :预测 B的考试名次 ,这样就可以确定他是否

能被录取。在 x = 256分时 ,由查表可知 :
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P{ X > 256} = 1 - Φ (
256 - 166

93
) = 1 - Φ (0.

9677) ≈ 1 - 0. 8315 = 0. 1685

这表明 ,考试成绩高于 256分的频率是 0. 1685,也就

是成绩高于考生 B 的人数大约占总考生 16. 8% ,所

以名次排在考生 B之前的考生人数约有 ; 1657 ×16.

85%≈ 280即考生 B大约排在 281名 [ 2 ]
,即 B只能作

为一名临时工被录用。

正态分布应用的广泛性有目共睹 ,但是 ,作为数

字特征的期望 ,在探讨利润最优化问题时 ,其作用也

是独树一帜的 ,下面探讨利用期望获取利润问题。

5　数学期望在求解最大利润问题中
的应用

　　如何获取最大利润不但成为商界追求的目标 ,

同时也为越来越多的人所关注 ,许多数学模型也从

概率角度利用期望求解最大利润问题 ,为问题的解

决提供新的思路。下面就是一道应用期望探讨利润

的问题。

设某产品每周需求量 Q 取 1, 2, 3, 4, 5为值 ,是

等可能的 ,生产每件产品的成本为 C1 = 3元 ;每件

产品的售价为 C2 = 9元 ;设售出的产品以每件 C3 =

1元的费用存入仓库 ,问生产者每周生产多少件产

品能使所期望的利润最大。

此问题的解决先是建立利润与销售量的函数 ;

然后求利润的期望 ;即求关于销量 Q的函数的期望 ;

得到关于 T关于生产量 N的函数 ,再求函数的导数 ,

根据原函数和导函数的关系以及极值与导数的性质

得出结果。

此外 ,期望的思想用于某项活动中 ,可以减少工

作量。血液检查的案例很好的说明了期望的这方面

作用。

例 :通过血检对某地区的 N 个人进行某种疾病

普查 ,有两套方案 :方案一是逐一检查 ,方案是分组

检查. 那么哪一种方案好 ?如果用方案二应怎样分组

可以减少工作量 ?显然方案一需要检查 N次。下面我

们讨论方案二 :假设检验结果阴性为“正常 ”、阳性

为“患者 ”,把受检查分为 k个人一组 ,把这 k个人的

血混和在一起进行检查 ,如果检验结果为阴性 ,这说

明 k个人的血液全为阴性 ,因而这 k个人总共只要

检验一次就够了 ;如果检验结果为阳性 ,要确定 k个

人的血液哪些是阳性就需要逐一再检验 ,因而方案

二在实施时有两种可能性 ,要和方案一比较 ,就要求

出它的平均值 (即平均检验次数 ) .

具体做法如下 :假设这一地区患病率 (即检验

结果为阳性的概率 ) 为 p,那么检验结果为阴性的为

阴性的概率为 q = 1 - p, 这时 k个人一组的混合血

液是阴性的概率为 q
k
,是阳性的概率为 1 - q

k
,则每

一组所需要的检验次数是一个服从二点分布的一个

随机变量 ,即

ζ 1 1 + k

p q
k

1 - q
k

　　由此可求得每组所需的平均检验次数为 : Eζ =

1 ×q
k

+ (1 + k) ×(1 - q
k ) = 1 + k - kq

k 由以上计

算结果可以得出 :当 1 + k - kq
k

< k,即 kq
k

> 1, q
k

>

1 / k时 ,方案二就比方案一好 ,总的检验次数为 (1 +

k - kq
k ) ×N / k。某医疗机构在一次普查中 ,由于采用

了上述分组方法 ,结果每 100个人的平均检验次数

为 21,减少工作量达 79%。[ 3 ]

上述例子足见期望在解决实际问题中的重要

性 ,而作为概率核心定理的中心极限定理也在某些

实际问题求解中起到指导性的作用 ,下面阐述一下

中心极限定理的实际应用。

6　中心极限定理在实际问题中的应用

中心极限定理指出 :如果一个随机变量由众多

的随机因素所引起 ,每个年十的变化起着不大作用 ,

就可以推断描述这个随机现象的随机变量近似的服

从正态分布 ,所以要求随机变量之和落在某个区间

上的概率 ,只要把它标准化. 用正态分布作近似计算

即可.

中心极限定理对保险业具有指导性的意义 ,一

个保险公司的亏盈 ,是否破产 ,和通过学习中心极限

定理的只是都可以做到估算和预测 ,大数定律是近

代保险业赖以建立的基础. 下面例题阐述了大数定

律和中心极限定理在保险业中的重要作用和具体应

用。

已知在某人寿保险公司有 10000个同一年龄段

的人参加保险 ,在同一年里这些人死亡率为 0. 1% ,

死亡的家属在一年的头一天交付保险费 10元 ,死亡

时家属可以从保险公司领取 2000元的抚恤金 ,求保
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险公司一年中获利不少于 40000元的概率 ;保险公

司亏本的概率是多少 ?

解 :设一年中死亡的人数为 x人 ,死亡率为 p =

0. 001,把考虑 10000 人在一年里是否死亡看成

10000重贝努里试验 ,保险公司每年收入为 10000 ×

10 = 100000元 ,付出 2000元。

P (保险公司获利不少于 40000 元 ) = P6

{ (10000 - 2000 ) > 40000 } = P ( 0 < x < 30 ) np =

D ( x) = np ×(1 - p) = 10 ×0. 999 = 3. 161

P{0Φ xΦ 30} = P
- 10

3. 161
Φ x - 10

3. 161
Φ 50 - 10

3. 161
= 1

-Φ (1. 6542) +Φ ( - 3. 1641) = 0. 0008
[ 4 ]

上面只是列举了概率在实际问题中应用的几个

小片段 ,然而 ,作为一门独立的学科 ,概率的足迹可

以说已经深入到每一个领域 ,在实际问题中的应用

随处可见。尤其随着科技飞速发展 ,知识产业化的

今天。许多基础学科从幕后走到台前 ,概率的许多

其他方面也正在或将要发挥它应有的作用。诸如方

差分析、回归分析等内容在医学 ,军事等领域都正在

发挥它的最大作用。相信人类能够更好的“挖掘概

率的潜能 ”,使之最大限度地为人类服务。
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