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编制数学试题的几种常见方法

浙江省平阳中学 (325加o) 何龙泉

研究数学高考试题，追究其蕴含的高等数学背

景，我们渐渐发现其编制的一些规律．其实编制数学

试题和编制数学习题一样，也要符合数学习题的科

学性，即：有关的概念必须是被定义的；有关的记号

必须是被阐明的；条件必须是充分的、不矛盾的；条

件必须是独立的、最少的；叙述必须是清楚的；要求

必须是可行的¨J．这里我们对这些原则不作展开探

讨，我们主要来研讨数学试题的编制．戴再平先生在

其《数学习题理论》中阐述过编制数学习题应遵循

的原理和常见的方法．这里我们仅以演绎法、基本量

法、条件变换法和逆推法为例来讨论试题的编制．

一、用“演绎法一编制试题

演绎法是一种从一般的真命题或一组条件出

发，通过逻辑推理编制数学题的方法Ll J．

例l 已知A丑是抛物线

广=2膨的过焦点F的弦，且

A(戈1，，，1)、B(菇2，扎)，过A、B

分别作准线Z的垂线，垂足分

别是M、Ⅳ，又设P、Q分别为

删和仙的中点，在这样的
条件下，我们可以得到很多结

论：
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(2)弦长：I A占I=zl+工2+p、l ABI=—÷o}(d
SlIl d

是直线船的倾斜角)；
(3)垂直关系：重要的垂直关系有PF上衄、AP

L BP、MF L NF等等；

(4)线段相等：l A肘l=l AFI，l脚l=I PFl，

l BⅣl=I BF 1，I PⅣl=I PF I等等；

(5)以线段仙为直径的圆与准线2相切于点
P，以线段肘Ⅳ为直径的圆与衄相切于点F；

(6)四点共圆：A，肘，P，F四点共圆，B，Ⅳ，P，F

四点共圆；

(7)三点共线：A，D，Ⅳ三点共线，B，D，M三点

共线(D为坐标原点)；

(8)三线共点：AP，肼和y轴三线共点，曰P，ⅣQ

和，，轴三线共点；

(9)AP是抛物线在A点的切线，BP是抛物线在

B点的切线；等等．

还有很多性质，恕不一一列举．这个问题在已知

条件下，通过演绎推理可以得到很多结论．其中的每

一个结论加上前面的这个条件就成为一道很好的试

题．如2cHDl年全国高考试题第19题：巳知肚是抛物
线广=2芦的过焦点F的弦，过B分别作准线z的垂
线，垂足是Ⅳ，证明：A，D，Ⅳ三点共线．另外，2009年

湖北省数学高考试题的解析几何题(20大题的第一

小题)也与此题(3)有关，即证明肿上ⅣF
二、用“基本■法”改编的试题

基本量是一个问题系统中独立取值的量．例如，

在平面几何中，圆有半径，周长，面积等量，但基本量

只有一个．等差数列中，有首项口。，公差d，第n项‰，

前n项和S。等，确定一个数列(通项公式)要两个条

件，即基本量有两个；确定等差数列中的某一项，要

再加一个条件，即基本量有三个，这就是等差数列中

的“知三求二”了．基本量问题在中学数学中是常见

的．又如，(标准方程的)椭圆中有口，6，c，焦距，顶

点，离心率，准线，焦半径等，但基本量只有两个．因

此要确定椭圆的标准方程只要确定两个量，也就是

只要两个条件即可，如何设置这两个条件就看命题

者了．这就是我们在解析几何高考题或模拟题中看

到的各式各样的条件，下面的例题就是其中一例．

例2 已知A、B是椭圆
2 2

c：％+旨=l(口>6>o)的
c‘ U

左、右顶点，B(2，O)，过椭圆

C的右焦点F的直线交其于

点M，Ⅳ，交直线Z：茹=4于点

y。

P

夕酾‘‘
J≮乒B

J

，

P，且直线PA，PF，船的斜率成等差数列．
(I)求椭圆C的方程；(2011温州一模)

注意其中只有两个条件．

三、用“条件变换法”编制试题

条件变换法是将成题的条件加以交换而得到新

题的一种数学试题或习题的编制方法．条件的变换

可以等价。也可以不等价，如弱化条件或强化条件．

例如有这样一道题：设火石)是R上的连续函
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数，对任意实数茗、)，，都有八茗+，，)=八石)+八，，)，且

以1)=七，求证以石)=k．嵋1

首先，若m∈Ⅳ+，由条件火石+，，)=八茁)+

以，，)易得尺眦)=^(m—1)茗+菇]=九(班一1)名]

+／(茹)=⋯=八菇)+／．(石)+⋯+八石)=玎矿．(石)．

令石=l，得火m)=砚尺1)=蠡m，即当石∈Ⅳ‘时，

以石)=h成立．

其次，设m、n EⅣ。，I∈尺，由条件八石+y)=

以茹)+以)，)得八眦)=吠t)，令髫=眦，即t=÷，

杈算)，于是八詈)
颚1)=七詈．再在条件火石+)，)=八茗)+以)，)中
令，，=一互即得!令y=O，得以石)=八石)+火0)，所

以八O)=0．于是尺一髫)=一八菇)，这样就有

火一詈)=一只詈)=一私1)=一后詈．这就证明
了当膏∈Q时以戈)=h成立．下面证明：对任意无
理数茗以茗)=k成立．

设戈是任一无理数，存在有理数列{口。}，使

limo。=髫，因为对任一n。∈Q，则八口。)=后％，由于

火石)是R上的连续函数，我们有

八石)=八lim口。)=liⅡ以口。)=矗lim口。=妇．

这样我们就证明了，对任意实数茗以茗)=玩成
立．

在这里，如果我们对条件稍稍加以放宽，如去掉

一‘以菇)是R上的连续函数”这个条件，那么结论一般

就不成立了．如我们把实数集R改为A={引菇=m

+在n，m，，t∈z}，这样函数以石)在A上当然不连续

了，我们就得到下面的试题：

例3 设A={石I石=m+在，l，m，n∈z}，对

任意的菇，)，∈A，函数八菇)满足火石+y)=八戈)+

以y)．

(i)若口，6∈A，证明：口+6，口6∈A；

(ii)对任意的石，)，∈A，满足以菇+)，)=以菇)

+八)，)的函数除了以戈)=k外，是否还存在其他函

数满足此条件，若存在，写出一个函数；若不存在，说

明理由．(2012年浙江大学自主招生试题)

这个例子就是典型的改变条件而编制的试题．

我们再看一道由均值不等式改变而来的高考试题，

最一般的均值不等式是：

若口i E R+(i=1，2，⋯，，1)，r>1且q1+92+

⋯+g。=1，贝9(gl口i1+92口；1+⋯+q。口：1)一1≤

口：1口字⋯口}≤q1口1+92n2+⋯+g。口。≤(gl口；+92口；

+⋯+g。口：)辛(当且仅当所有Ⅱi相等时取等号)

我们取一个特例，如令gi=口i=6i，就得÷=

n。1≤Ⅱ砖=6：1磅⋯6，≤∑磷．这样就得到：

例4 (I)已知函数火石)=l似一石+1，石E

(0，+∞)，求函数八菇)的最大值；

(Ⅱ)设口i，6i(i=1，2⋯，，1)均为正数，证明：

(1)若口16l+口262+⋯+口。6。≤61+62+⋯+

6。，则口：1口}⋯口，≤1；

(2)若6。+6：+⋯+6。=1，则÷≤6：16卜·6}
≤6；+6i+⋯+6：．

(2011年湖北省数学高考理科卷的第21题)

这是把均值不等式的条件强化而得到的试题．

四、用“逆推法”编制试题

逆推法也称倒推法，是先给出题目的预期结果，

由此结果出发，倒推出所需的条件的一种编制数学

习题的方法⋯．

我们以浙江省2012年高考试卷的22题的第

(1)小题为例来说明．

例5 已知口>O，6∈R，函数火石)=4锻3—
26菇一口+6．

(1)证明：当0≤石≤1时，函数的最大值是I 2口

一6 I+口．

这题实际上考的是函数的凹凸性，区间[O，1]

上向下凸的函数八鼻)有这样的性质：当O≤名≤1

时，函数在石=0或石=1处取得最大值．可以表示

为：若函数八菇)是[0，1]上向下凸的函数，则

厂腿(石)=max{八0)以1)}．于是对于函数八茗)=

4口石3—26菇一口+6，一阶导数厂(石)=12似2—26，二

阶导数厂(茹)=24似≥0，所以火石)是区间[O，1]上

的下凸函数，于是丘(戈)=max{人o)以1)}=

f!叫唆≥2：’、：I 6—2口l+口，所以八菇)≤
【3口一6(6<2口)

。‘

2口一6 I +口．

这就得到了例5．这是典型的利用“逆推法”编

制试题的例子．

最后，我们考虑数列{菇。}，算。>O，且满足菇。eh“

一eh+1=0，以及茗。=1．因为函数尺戈)=e5在R

上是增函数，要使菇。+，<戈。，只要eh“<e“，可化为

￡：}<e“，由舅。>o，只要证菇。e“一eh+1>o(菇。
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>0)①

考虑函数G(茄)=茹e5一e5+1(茗>0)，G’(茹)=

菇85>o，G(戈)在震上是增函数，故G(石)>G(o)=

0，所以菇e’一e5+1>0(菇>O)．这样①式成立，从

而戈。+1<茗。．

进一步易得茹e亏一e。+l<O(茹>O)，以算。代其

e≥，所以茗州>冬，这样ei，所以茗州>詈，这样

我们就有‰>(丢)”1·≥=(丢)“．于是得到下面
的试题．

例6 已知数列{髫。}满足名。>0，且满足菇。eh“

一eh+1=O，茹1=1，证明：(1)对任意，I EⅣ’，戈州

<石。；(2)戈。>l÷)(2012年浙江大学自主招生试

题)

这道试题主要是由逆推，外加一点演绎推理而

得到．另外，从试题编制过程看以上四题，它们的解

法都简单，这是因为编题时编题者站在高等数学的

角度，居高临下就看起来很清楚、简单，但若用中学

数学方法来解就很困难．这也是这类高考试题的魅

力所在．

通过上面的分析，我们大致可以看出试题编制

的基本规律，除了要符合数学试题的科学性，遵循数

学试题编制的原理和常见的方法外，还可以看到高

考试题命题者是站在高等数学甚至现代数学的高度

来编制数学试题的，站在这样的角度看中学试题，当

然是“一览众山小”了，能极其清楚地直接看出试题

的本质．而我们通过研究试题的背景，目的就是通过

研究去把握试题的本质，并以此来指导我们的教学

实践，这对于教学具有非常重要的意义．
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对一类圆锥曲线常考题目结论的探究

四川南充西华师范大学数学与信息学院(637002) 张小丹 汤 强

圆锥曲线是高中数学的主干内容之一，也是高

考必考内容之一．近年来，出现了一类涉及圆锥曲线

内容的常考题目(见下表)．对于此类问题，部分学

生倍感困难．事实上，借助本文推出的两个结论，此

类问题可迎刃而解．

表1 圆锥曲线的一类常考题目

来源 题 目

(2009全国 已知双曲线c：事一吾=1(口>。，6>。)的右焦点为F，过F且斜率为后的直线交c于A、曰两点，
Ⅱ理)

若詹：4赢，则c的离心率为( )．

设五，兄分别为椭圆G：手+吾=1(口>6>。)的左右焦点，过疋的直线z与椭圆c交于A、曰两点，
(20lO辽宁) 直线z的倾斜角为60。，F1到直线z的距离为2压

(1)求椭圆的焦距；

(2)如果瓦=2j≯，求椭圆c的方程

已知椭圆c：≥+告=1(G>6>o)的离心率为孚，过右焦点F且斜率为|j}(磊>o)的直线G相交
(2010全国Ⅱ) d D 二

于A、B两点，若赢：3商，则矗：( )．
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